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ПРЕДИСЛОВИЕ

      Учебное пособие представляет собой несколько расширенное изложение 2-й части курса “Химическая термодинамика”, читаемого автором в течение ряда лет на кафедре химической и биологической физики НГУ.

     Неравновесная химическая термодинамика рассматривается здесь как феноменологическая теория, основные принципы которой подобно положениям классической термодинамики являются обобщением опытных данных.

     Одним из основополагающих принципов является принцип энтропии (второе начало термодинамики). Второе начало в неравновесной термодинамике сформулировано в виде равенства 
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. Здесь 
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 означает изменение энтропии в результате взаимодействия с окружающей средой, а 
[image: image3.wmf]-
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  изменение энтропии за счет процессов внутри системы. Важной характеристикой неравновесной системы является производство энтропии – количество энтропии, которое производится в системе в единицу времени: 
[image: image4.wmf].
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      Другим основополагающим принципом является предположение о локальном равновесии в каждой малой части рассматриваемой системы и справедливость для этих частей основного  уравнения термодинамики 
[image: image5.wmf]-

 уравнения Гиббса. Наиболее распространенная запись локального уравнения Гиббса выглядит так:
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     Следствием основополагающих принципов является представление производства энтропии произвольной системы в виде суммы билинейных функций обобщенных термодинамических сил (градиент температуры, сродство реакции, градиента электрического потенциала и т. д.) и вызываемых ими обобщенных потоков (потока тепла, скорости реакции, электрического тока и т. д.). При этом взаимодействие (сопряжение) необратимых процессов может привести к явлениям, создающим ситуации противоположного направления по сравнению с характерным для данного изолированного процесса. Так, вообще говоря, градиент концентраций должен исчезать, однако при взаимодействии процессов градиенты могут и создаваться или, например, некоторые химические реакции могут идти в противоположных направлениях по сравнению с характерным направлением для их изолированного протекания.

     Другим важным следствием этих принципов является установленный П. Гленсдорфом и И. Пригожиным общий критерий эволюции. Согласно этому критерию, изменение производства энтропии, обусловленное изменением обобщенных сил, со временем уменьшается и достигает минимального значения в стационарном состоянии. Обычно этот критерий существует в форме неполного дифференциала. В ряде случаев этот критерий записывается в виде полного дифференциала и тогда для описания свойств системы вводится кинетический потенциал, например, потенциал скоростей химических реакций. Если стационарное состояние расположено вдали от равновесия, то переход в это состояние может происходить по спирали, а в некоторых случаях  возможно вращение вокруг стационарного состояния. Таким образом, оказывается принципиально возможным колебательный режим в химических реакциях.

      Важным свойством неравновесных систем является множественность стационарных состояний и возможность переходов между ними. Исследование проблемы устойчивости стационарного состояния приводит к термодинамическому критерию устойчивости 
[image: image7.wmf]-

 обращению в нуль избыточного производства энтропии 
[image: image8.wmf].
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 Вблизи равновесия стационарные состояния всегда устойчивы и 
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. По мере удаления системы от равновесия избыточное производство энтропии может изменить знак. Система при этом теряет устойчивость и эволюционирует в другие состояния. В некоторых случаях происходит разрушение системы, например, при тепловом взрыве или в результате пробоя диэлектрика. В других случаях возможно образование пространственных и временных структур, названных диссипативными структурами. Переход в такие состояния получил название неравновесного фазового, или бифуркационного перехода.
     Модельные химические системы (модель Шлегля, брюсселятор, орегонатор  и др.)  сыграли важную роль при апробации новых идей и концепций, и именно для них были впервые сформулированы основные положения теории самоорганизации.

     Рассмотрение подобных вопросов в курсе лекций, на наш взгляд, стимулирует творческую активность студентов и всех тех, для кого химическая термодинамика не является чем-то вполне устоявшимся, а представляет собой активно развивающуюся область физической химии и существенно увеличивающую область своих применений.
( 1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ НЕРАВНОВЕСНОЙ ТЕРМОДИНАМИКИ

1.1. Обратимые и необратимые процессы
      Ни один процесс в природе не является строго равновесным и, следовательно, обратимым. Все процессы необратимы, хотя существуют реальные процессы, сколь угодно близкие к обратимым. По этой причине обратимые процессы рассматриваются как идеализированный предельный случай, к которому реальные процессы могут приближаться при определенных условиях.
      Рассмотрим в качестве примера диссоциацию водяного пара в закрытом сосуде. Уравнение этой реакции имеет вид
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      (1.1)

При определенной температуре 
[image: image11.wmf]A
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 и заданном давлении мольная доля воды имеет определенное значение 
[image: image12.wmf]A
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. Этому равновесному состоянию соответствует точка 
[image: image13.wmf]А

 (рис. 1.1). Если немного повысить температуру и перейти в точку 
[image: image14.wmf],
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 то система выйдет из равновесного состояния. Количество диссоциирующих молекул воды увеличится, и система будет стремиться перейти в равновесное состояние, соответствующее некоторой точке на линии 
[image: image15.wmf].
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 Если, однако, температуру постепенно повышать, то изменение состояния системы будет описываться линией 
[image: image16.wmf],
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 которая при достаточно медленном выборе скорости изменения температуры окажется очень близка к 
[image: image17.wmf].
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 В точке 
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 повышение температуры прекращается,  и система переходит в равновесное состояние 
[image: image19.wmf].
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 Из этой точки можно вернуть систему в точку 
[image: image20.wmf],
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 понижая температуру и проводя систему через последовательность состояний, соответствующих линии 
[image: image21.wmf].

В

А

¢

¢

¢

¢

 Линии 
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 не совпадают, поэтому рассматриваемый процесс необратим. Однако при соответствующем контроле за изменением температуры можно сделать 
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 сколь угодно близким 
[image: image25.wmf].
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 Поэтому 
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 можно рассматривать как идеализацию реального процесса.
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Рис. 1.1. Диссоциация водяного пара в закрытом сосуде
        Существует, однако, большое количество явлений, которые нельзя идеализировать подобным образом. Рассмотрим, например, систему, в состоянии 
[image: image28.wmf]C

 на рис. 1.1 и предположим, что температура системы поддерживается постоянной. Система будет проходить через состояния, изображаемые точками отрезка 
[image: image29.wmf]CD

. Этот процесс нельзя провести в обратном порядке вдоль 
[image: image30.wmf]DC

, так как в каждой точке этого отрезка скорость диссоциации молекул воды больше скорости их образования. Изменение 
[image: image31.wmf]D
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 нельзя связать с каким-либо обратимым процессом.

     Большинство реальных химических процессов невозможно рассматривать как идеальные обратимые процессы, поэтому для их описания необходимо переформулировать привычные законы термодинамики и в первую очередь ее второе начало.

       1.2. Второе начало термодинамики

     Стандартная формулировка второго начала термодинамики имеет вид
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причем знак равенства относится к равновесным (обратимым) процессам. Фактически только такие процессы и изучаются в обычных курсах термодинамики. Знак “больше” характеризует самопроизвольный неравновесный (необратимый) процесс и обычно используется лишь в качестве критерия направленности самопроизвольных процессов. В феноменологической термодинамике понятие “энтропия” специально было введено для того, чтобы яснее различать два типа процессов: обратимые и необратимые.

    Для описания неравновесных процессов второе начало термодинамики формулируется несколько иначе. Эта формулировка включает в себя свойства, которыми обладает энтропия. Существование энтропии как функции состояния постулируется следующим образом.
     1. Энтропия является экстенсивной величиной, т. е. полная энтропия системы является суммой энтропий отдельных частей.

     2. Полное изменение энтропии 
[image: image33.wmf]dS

 состоит из  изменения 
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 которое происходит из-за процессов внутри системы и потока энтропии 
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, возникающего за счет взаимодействия с внешней средой:
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     3. Изменение энтропии 
[image: image37.wmf],
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 связанное с процессами внутри системы, всегда неотрицательно:
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     Изменение энтропии 
[image: image39.wmf]S
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 равно нулю, когда в системе протекают только обратимые процессы, и положительно во всех остальных случаях.

     Будем называть производством  энтропии количество энтропии, которое порождается в системе в единицу времени 
[image: image40.wmf]:
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    (1.5)

Здесь 
[image: image42.wmf]]
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 называется источником энтропии и представляет собой количество энтропии, которое порождается в единице объема системы в единицу времени. Поскольку неравенство (1.5) должно быть справедливым для любого макроскопического объема 
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 то отсюда следует
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                 (1.6)

     Поток энтропии – это количество энтропии, которое поступает в систему в единицу времени. Его можно описать соотношением
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где 
[image: image46.wmf]-
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 плотность потока энтропии через ограничивающую поверхность 
[image: image47.wmf]W

.

     В общем случае расчет производства энтропии и потока энтропии можно провести только методами статистической физики. Даже само определение энтропии неравновесного состояния, вообще говоря, выходит за рамки макроскопической термодинамики. Однако во многих случаях расчет производства энтропии и потока энтропии все же можно сделать. В качестве иллюстрации рассмотрим некоторые простые примеры.

1.3. Производство энтропии при теплопередаче

      Пусть имеется закрытая система, разделенная перегородкой на две закрытые подсистемы I и II. Температуры подсистем равны 
[image: image48.wmf]I
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 и 
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 соответственно. Теплота в каждую из подсистем может поступать как извне, так и путем теплообмена между ними. Пусть общие количества теплоты, получаемые подсистемами I и II за время 
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 равны 
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 Тогда для изменения энтропии всей системы можно написать
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     (1.8)

Количество теплоты, проходящее через перегородку, обозначим через 
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, при этом 
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. Далее можно написать такие уравнения:
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Здесь 
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[image: image59.wmf]-

 количества теплоты, которые поступают в подсистемы I и II извне. Из формул (1.8) и (1.9) получим
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Если 
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 т. е. потока тепла извне нет, а значит, нет и потока энтропии, то
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Следовательно, изменение энтропии связано только с ее производством. Если 
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 и тепловой поток направлен от подсистемы I к системе II. Возникновение энтропии, очевидно, прекращается при равенстве 
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 когда система переходит в состояние равновесия.

      Если 
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 не равны нулю, то изменение энтропии за счет прихода извне равно
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Вводя обозначения
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получим окончательные выражения для производства и потока энтропии:
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]

[

,

0

1

1

]

[

II

q

I

q

I

II

q

T

I

T

I

S

I

T

T

I

S

P

¢

¢

+

¢

=

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=



  (1.14)

     Очевидно, что в рассмотренном случае источники энтропии находятся на границе раздела подсистем там, где происходит скачок температуры. Следует ожидать, что в общем случае источники энтропии будут располагаться во всех точках системы, где имеется градиент температуры, а производство энтропии будет пропорционально 
[image: image71.wmf].
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     Для иллюстрации рассмотрим задачу.
     Задача

     Теплоизолированная система состоит из двух подсистем, которые обмениваются теплом через перегородку. Поток тепла пропорционален разности температур между подсистемами 
[image: image72.wmf](
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, где 
[image: image73.wmf]-
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константа, которая называется коэффициентом теплоотдачи. В начальный момент времени температуры подсистем равны 
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 и 
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2

T

. Теплоемкость подсистем одинакова, не зависит от температуры и равна 
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 Вычислить производство энтропии в процессе теплообмена в произвольный момент времени. Чему равно изменение энтропии при переходе системы в состояние равновесия?

    Решение

    Производство энтропии в системе определяется по формуле
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Изменение температуры подсистем определяется системой уравнений
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Отсюда находим зависимость температур от времени:
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После подстановки находим производство энтропии в произвольный момент времени: 
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Величину 
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 будем называть полным производством энтропии. Поскольку в рассмотренной модели изменение энтропии было связано только с процессами внутри системы, то изменение энтропии при переходе системы к равновесию равно полному производству энтропии:
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Последний результат может быть получен в рамках обычной термодинамики.
      Мы рассмотрели систему, состоящую из двух частей, с ярко выраженной границей раздела. Такие системы носят название прерывных систем. Теперь рассмотрим однородную систему, в которой возможна химическая реакция.

1.4. Производство энтропии при химических реакциях

        В однородной системе в любой момент времени интенсивные величины (температура, давление, плотность и др.) одинаковы по всему объему. Основное уравнение термодинамики (уравнение Гиббса) для систем с переменным числом частиц имеет вид
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   (1.15)

Запишем химическую реакцию, протекающую в системе в виде
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где 
[image: image85.wmf]j
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[image: image86.wmf]-

 стехиометрические коэффициенты. Пусть реакция прошла слева направо так, что числа молей веществ 
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 изменились на 
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. Тогда дифференциал химической переменной  
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 равен
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Изменение энтропии системы выразим через уравнение (1.15) с учетом соотношения (1.17):
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Уравнение  (1.18) можно переписать через энтальпию 
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 и сродство  
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 химической реакции:
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Пусть давление в системе остается постоянным (
[image: image95.wmf])
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 и тепловой эффект реакции равен нулю (
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Отсюда для производства энтропии получим 
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где  
[image: image99.wmf]w

 
[image: image100.wmf]-

 скорость химической реакции.

     Если в системе протекает несколько химических реакций, то каждая из них становится источником энтропии. В этом случае формула (1.21) обобщается:
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Важная особенность неравенства (1.22) состоит в следующем. Должна быть положительной сумма 
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, взятая по всем реакциям. В то же время отдельные члены суммы могут быть и отрицательными, т. е. некоторые химические реакции могут идти в противоположных направлениях по сравнению с характерным направлениемдля их изолированного протекания.

     Для иллюстрации рассмотрим вычисление производства энтропии в простейшей реакции изомеризации.
      Задача
       Для обратимого процесса изомеризации в почти идеальном газе 
[image: image103.wmf]N
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 вычислить производство энтропии как функцию времени, считая, что реакционный сосуд находится в термостате при температуре 
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. Константа скорости прямого процесса 
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. В начальный момент вещества 
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 в системе нет, а количество вещества 
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 равно одному молю. Чему равно полное производство энтропии при переходе системы в состояние равновесия?  Вычислить изменение энтропии в ходе этого процесса.

      Решение

      Производство энтропии в химической реакции определяется соотношением
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Скорость реакции и сродство определяются соотношениями 
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Сначала вычислим мольные доли в зависимости от времени
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где 
[image: image112.wmf]-
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 константа равновесия реакции. Затем определим производство энтропии:
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Полное производство получим интегрированием по времени
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Для определения изменения энтропии вычислим изменение энергии Гиббса при переходе системы в равновесие:
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где 
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 мольные доли и химические потенциалы веществ в равновесии, а 
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 химический потенциал исходного вещества. Принимая во внимание, что в равновесии 
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откуда следует, что 
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. Можно показать, что последний результат является общим, а поскольку 
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, то можно обратить внимание на такие любопытные соотношения:
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Здесь 
[image: image127.wmf]-
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 полный приток энтропии. Далее вычислим изменение энтропии, считая, что энергия Гиббса зависит от температуры как от параметра:
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Связь константы равновесия с температурой определяется по формуле Больцмана
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где 
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 различие во внутренних энергиях частиц 
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 и 
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 Отсюда получим:
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Осуществляя подстановку, окончательно получаем
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Отметим, что величина 
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K

KRT

S

T

e

ln

1

+

-

=

D

представляет собой тепловой эффект химической реакции. Тепловой эффект равен нулю только тогда, когда константа скорости прямой реакции равна константе скорости обратной реакции.
     Задача

     Показать, что для произвольной химической реакции, протекающей при постоянном давлении и постоянной температуре в однородной системе, выполняется соотношение 
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 полное производство энтропии при переходе системы к равновесию, а 
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     Решение

     Изменение энергии Гиббса в общем случае записывается в виде
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Если 
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Записывая производство энтропии как
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увидим, что оно равно
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Отсюда следует, что 
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С другой стороны, изменение энергии Гиббса связано с изменением энтропии соотношением
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Отсюда следует, что 
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      В общем случае система, в которой идут химические реакции, однородной не является, а неоднородные системы далеко не всегда имеют ярко выраженные границы раздела. Тем не менее, и здесь часто можно сделать расчет производства энтропии. Это те случаи, когда в каждом малом элементе объема системы существует состояние локального равновесия.

    1.4. Принцип локального равновесия

    Известно, что время перехода системы в состояние равновесия растет с увеличением размеров системы, поэтому отдельные части системы приходят в состояние равновесия значительно раньше, чем между ними устанавливается равновесие. Благодаря этому обстоятельству часто можно говорить о локальном термодинамическом равновесии в макроскопически небольших частях системы, характеризуя их определенными температурой, давлением, химическими потенциалами и т. д. Хотя система в целом не находится в равновесии, такое использование термодинамических параметров предполагает, что малые части системы, будучи малыми с макроскопической точки зрения, содержат огромное число частиц. Например, хорошо известно, что расширение газа в трубке представляет собой неравновесный процесс. Однако в каждой точке трубки температура, давление и плотность связаны уравнением состояния идеального газа 
[image: image149.wmf],
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     Принцип локального равновесия энтропии 
[image: image150.wmf]-

 один из основных принципов термодинамики неравновесных процессов. Постулируется, что состояние локально равновесных частей системы в каждый момент времени определяется основным уравнением термодинамики равновесных процессов 
[image: image151.wmf]-

 уравнением Гиббса (1.15).

     Интегрируя уравнение (1.15) по выбранной части системы при постоянных значениях интенсивных параметров, получаем
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    (1.23)

Если обозначить через 
[image: image153.wmf]Y
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 произвольную переменную состояния выбранной части, то можно записать
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   (1.24)

Подставляя соотношения (1.15) и (1.23) в формулу  (1.24), получаем
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      Если в качестве переменной 
[image: image156.wmf]Y
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 подставить общее число молей 
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 выбранной части системы  
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 то получится уравнение
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где 
[image: image160.wmf]-

s

 энтропия системы, приходящаяся на один моль; 
[image: image161.wmf]-
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 внутренняя энергия, приходящаяся на один моль; 
[image: image162.wmf]-
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 молярный объем; 
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 мольные доли.

     Если в качестве 
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 подставить объем 
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 выбранной части системы, то получится уравнение
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где 
[image: image167.wmf]-
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 энтропия, приходящаяся на единицу объема; 
[image: image168.wmf]-
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  внутренняя энергия, приходящаяся на единицу объема; 
[image: image169.wmf]-
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 - объемные концентрации. В конкретных расчетах можно использовать как уравнение  (1.26), так и уравнение  (1.27). Например, если уравнение (1.27) продифференцировать по времени в фиксированной точке пространства, то получится
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Уравнение (1.28) является исходным для составления уравнения баланса энтропии.
     1.6. Уравнение баланса энтропии
Обозначим через 
[image: image171.wmf]Z

 любую экстенсивную величину, характеризующую систему  (внутреннюю энергию, энтропию и др.), тогда  
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 будет интенсивной величиной. Общей формой уравнения баланса интенсивной величины является уравнение неразрывности
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где  
[image: image174.wmf]-
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 плотность потока величины 
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  локальное производство величины  
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  (мощность источника). Например, если в системе идет химическая реакция, то уравнение баланса для объемной концентрации 
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 имеет вид
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где 
[image: image180.wmf]-
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 объемная скорость реакции, которая и служит источником частиц.
    В общем случае вывод уравнения баланса энтропии является нереальной задачей. По этой причине мы  рассмотрим только важный частный случай, когда в системе могут идти тепловые процессы, диффузионные и химические. При этих предположениях внутренняя энергия, приходящаяся на единицу объема, меняется со временем по закону
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где 
[image: image182.wmf]-
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 плотность потока внутренней энергии (источники внутренней энергии отсутствуют). Подставляя (1.30)  и (1.31) в (1.28), получим
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Далее воспользуемся формулами векторного анализа
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и преобразуем (1.32) к виду
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Первое слагаемое  в правой части (1.34) является дивергенцией от плотности потока энтропии, а остальные 
[image: image186.wmf]-

 источником энтропии. Таким образом, соотношение (1.34) является уравнением баланса энтропии, а источник энтропии 
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Три члена в этом выражении для источника энтропии называются  тепловым, диффузионным и химическим соответственно.

     Можно показать, что для более общего случая, когда в системе идет несколько химических реакций, а также возможна конвекция источник энтропии 
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Здесь 
[image: image191.wmf]-
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 тензор вязких сил.

    Разумеется, и любые другие необратимые процессы, происходящие в системе (например, электрохимические процессы), могут вносить вклад в источник энтропии. В этих случаях в правую часть формулы (1.35) будут добавляться соответствующие слагаемые. Сомножители  
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 принято рассматривать как обобщенные силы, вызывающие соответственно потоки 
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 тепловой  
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, диффузионный 
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 и реакционный 
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. Источник энтропии является, таким образом, билинейной функцией сил и вызываемых ими потоков. Формулу  (1.36) (или более общую) обычно записывают в виде
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где 
[image: image200.wmf]-
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 обобщенные силы, а 
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 обобщенные потоки. Однако согласно  свойству энтропии  
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, при этом не требуется, чтобы каждое слагаемое в формуле (1.37)  было положительным. Одновременное протекание (сопряжение) нескольких неравновесных процессов может привести к появлению отрицательных членов суммы, т. е. к явлениям, создающим ситуации противоположного направления по сравнению с характерным для данного изолированного процесса. Так, вообще говоря, градиент концентраций должен выравниваться, однако при сопряжении неравновесных процессов градиенты концентраций могут и создаваться.
1.7. Зависимость скорости химической реакции от сродства
Рассмотрим простейшую химическую реакцию изомеризации в однородной среде:
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Сродство в этом случае равно
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Для идеальных газов или разбавленных растворов имеем:
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Тогда сродство можно переписать так:
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или, используя выражение для константы равновесия реакции
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получаем
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Кинетическое уравнение для реакции изомеризации имеет вид
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где  
[image: image210.wmf]w
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 и 
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 скорости прямой и обратной реакции, а 
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 константы этих скоростей. Используя связь констант прямой и обратной реакций 
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 (эта связь легко устанавливается из условия равновесия 
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),  преобразуем уравнение (1.44) к виду
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Отсюда получаем
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Формула (1.46) устанавливает связь между скоростью реакции (обобщенным потоком) и сродством (обобщенной силой). Эта формула легко обобщается на произвольную химическую реакцию
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Действительно, согласно кинетическому закону действия масс (или действующих масс), имеем
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Сродство этой реакции может быть записано в виде
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Используя выражение для константы равновесия в общем виде
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преобразуем выражение для сродства (1.49) к виду
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Используя также связь 
[image: image224.wmf]K
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 и подставляя выражение (1.51) в формулу (1.49), окончательно находим
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Видно, что прямая реакция полностью определяет ход процесса, если 
[image: image226.wmf].
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Задачи 
     1.1. Термодинамическая система состоит из двух подсистем, причем первая подсистема (внутренняя) находится внутри второй (внешней). Теплообмен между подсистемами характеризуется коэффициентом теплоотдачи 
[image: image227.wmf],
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 т. е. тепловой поток определяется формулой 
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 температура внутренней подсистемы, а 
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 температура внешней подсистемы. Теплообмен внешней подсистемы с окружающей средой также характеризуется коэффициентом теплоотдачи 
[image: image231.wmf].
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 Теплоемкость подсистем одинакова и равна 
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. Найти производство энтропии и поток энтропии в произвольный момент времени. Найти изменение энтропии при переходе системы к равновесию. Начальные температуры подсистем 
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 Температура окружающей среды постоянна и равна 
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1.2. Для обратимого процесса  переноса энергии электронного возбуждения между частицами 
[image: image236.wmf]M

 и 
[image: image237.wmf]N

 в почти идеальном газе вычислить производство энтропии. Система находится в термостате при температуре 
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 Уравнение процесса имеет вид
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где 
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 и 
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 основное состояние частиц, а 
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 и 
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 возбужденное состояние.  Константа скорости прямого процесса равна 
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[image: image246.wmf])
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. В начальный момент времени все частицы 
[image: image247.wmf]M

 находятся в возбужденном состоянии, а их количество равно половине моля напротив, все частицы 
[image: image248.wmf]N

 находятся в основном состоянии, а их количество также равно половине моля. Чему равно полное производство энтропии при переходе системы в состояние равновесия? Вычислить изменение  энтропии при переходе системы в состояние равновесия. 
 ( 2.  ЛИНЕЙНАЯ НЕРАВНОВЕСНАЯ ТЕРМОДИНАМИКА

     2.1. Линейное приближение
Вблизи состояния равновесия, где обобщенные силы малы, можно разложить зависимость потоков от сил в ряды Тейлора. Если сохранить только линейные зависимости, то можно постулировать линейное соотношение между потоками и силами. Принимая также во внимание, что при равновесии силы равны нулю, а потоки отсутствуют, имеем
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Область неравновесной термодинамики, где справедливо соотношение  (2.1), носит название линейной неравновесной термодинамики. Коэффициенты разложения 
[image: image250.wmf]ik
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 называются феноменологическими или кинетическими коэффициентами. Они определяются внутренним строением системы и могут зависеть от переменных, определяющих состояние системы. Подставляя (2.1) в (1.37), найдем выражение для функции источника энтропии: 
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                   (2.2)

Согласно эмпирическим законам Фурье (теплопроводность), Ома (электропроводность) и многим другим, каждый поток пропорционален сопряженной с ним силе. Например, диффузионный поток пропорционален градиенту концентрации (или градиенту химического потенциала), электрический ток пропорционален напряженности электрического поля и т. д. Такие “прямые” коэффициенты пропорциональности 
[image: image252.wmf]ii

L

 располагаются на диагонали матрицы 
[image: image253.wmf].
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 Однако  наряду с “основными” процессами переноса существуют и “побочные”, неразрывно связанные с основными, а именно поток 
[image: image254.wmf]i

I

 может быть вызван и силой 
[image: image255.wmf]k
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, если перекрестный член 
[image: image256.wmf]ik
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 EMBED Equation.2 [image: image257.wmf](
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 отличается от нуля.

В целях иллюстрации уравнений (2.1) и (2.2) рассмотрим два одновременных неравновесных процесса, для которых феноменологические уравнения можно записать так:
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     (2.3)

Если эти рассматриваемые процессы представляют собой, например, теплопроводность и диффузию, то коэффициент L12  связан с термодиффузией. Соответствующее двум процессам выражение (2.2)  для источника энтропии имеет вид
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    (2.4)

Неравенство (2.4) может быть в общем случае удовлетворено при следующих значениях феноменологических коэффициентов:
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     (2.5)

Таким образом, “прямые” коэффициенты положительны, а перекрестные могут быть как положительными, так и отрицательными, но удовлетворять соотношению (2.5). В общем случае условия на коэффициенты 
[image: image261.wmf]ik
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 определяются теоремой о необходимом и достаточном условии положительной определенности квадратичной формы.

Феноменологические коэффициенты вводятся в неравновесную термодинамику как параметры, значения которых не могут быть вычислены в рамках макроскопической теории. Число таких независимых параметров удается уменьшить с учетом принципа симметрии Кюри 
[image: image262.wmf]-

 Пригожина и принципа взаимности Онзагера.

2.2. Принципы Кюри 
[image: image263.wmf]-

 Пригожина и Онзагера
Согласно уравнению (2.1) каждый обобщенный поток может, в принципе, зависеть от всех обобщенных сил. Однако из  свойства производства энтропии видно, что необратимые процессы можно разбить на классы различной тензорной размерности: скалярные (химические реакции), векторные (электропроводность, диффузия, теплопроводность и др.) и тензорные (вязкое течение и др.). Если бы, например, первые два класса процессов были связаны, то в результате химической реакции, даже в отсутствие систематического начального градиента концентраций, мог бы самопроизвольно возникнуть ориентированный диффузионный поток. Интуитивно представляется очевидным, что в случае однородной среды, такое сопряжение следует исключить.

Действительно, результаты многочисленных опытов говорят, что для однородной и изотропной системы линейно связанными друг с другом могут быть только потоки и силы одинаковой тензорной размерности. Это утверждение называется принципом симметрии Кюри 
[image: image264.wmf]-

 Пригожина. В частности, в изотропной системе скалярные скорости химических реакций могут быть функциями только сродства, но всех реакций, возможных в системе.

Другое важное свойство коэффициентов 
[image: image265.wmf]-
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  это принцип взаимности Онзагера. Он заключается в том, что матрица коэффициентов 
[image: image266.wmf]ik
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 является симметричной:
                                     
[image: image267.wmf].

ki

ik

L

L

=




    (2.6)

Для доказательства соотношения (2.6) недостаточно соображений феноменологической термодинамики, и следует использовать методы статистической физики. Основная идея, на которой базируется доказательство, состоит в том, что отклонения системы от равновесия, вызванные внешними воздействиями, подчиняются тем же статистическим законам, что и отклонения, возникающие в системе из-за флуктуаций. Онзагер показал, что соотношение (2.6) является следствием принципа детального равновесия или инвариантности элементарных процессов относительно обращения времени. Поскольку последовательный вывод принципа взаимности занимает довольно много места и к тому же он имеется в большинстве учебников по статистической физике, то здесь мы его приводить не будем.

В качестве иллюстрации рассмотрим задачу. 
Задача

Рассмотреть систему с двумя взаимодействующими линейными процессами – потоком тепла и диффузионным потоком частиц. Выразить коэффициенты теплопроводности и диффузии через феноменологические коэффициенты.
     Решение

     Напишем выражения для плотности потока энергии и плотности потока частиц, используя феноменологические коэффициенты:
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где 
[image: image269.wmf]-
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 плотность потока энергии, 
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 плотность потока частиц. Принимая во внимание, что 
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, перепишем систему в виде
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Плотность потока тепла определяется соотношением 
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Используя это определение, перейдем к новым переменным:
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Видно, что симметрия феноменологических коэффициентов сохраняется. Покажем также, что первый коэффициент остается положительным:
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По определению
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Из системы уравнений получаем

              
[image: image281.wmf].
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2.3. Диффузия в растворах электролитов

Пусть имеется раствор разбавленного электролита, диссоциирующего по уравнению

                        
[image: image282.wmf].
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     (2.7)

Так как диссоциация обычно происходит очень быстро по сравнению с диффузионными процессами, то для реакции (2.7) будем предполагать локальное химическое равновесие:
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                 (2.8)

индексы  «+» и  «
[image: image284.wmf]-

» относятся соответственно к катионам и анионам, а индекс «u» 
[image: image285.wmf]-

 к недиссоциированным молекулам электролита.

Если в качестве диффундирующих частиц рассматривать не отдельные виды ионов и недиссоциированных молекул, а электролит как целое, то закон Фика можно записать в виде
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     (2.9)

где 
[image: image287.wmf]-

D

 коэффициент диффузии электролита как целого, 
[image: image288.wmf]-

c

 его концентрация, а 
[image: image289.wmf]-
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 диффузионный поток.

Пусть степень диссоциации электролита равна 
[image: image290.wmf],

a

 тогда концентрация ионов и недиссоциированных молекул связаны с концентрацией электролита соотношениями
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  (2.10)

При наличии градиента концентрации оба вида ионов имеют вначале  различную подвижность. Однако возникающее при этом внутренне электрическое поле тормозит более быстрые ионы и ускоряет более медленные, пока вследствие условия электронейтральности скорости движения катионов и анионов не станут одинаковыми, а общий электрический ток не станет равным нулю. Диффузионные потоки ионов и недиссоциированных молекул в этом случае можно записать в виде

                              
[image: image292.wmf],

)

1

(

,

,

j

j

j

j

j

j

u

r

r

r

r

r

r

a

a

a

-

=

=

=

-

+

 


   (2.11)

или
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   (2.12)

Согласно (1.36) обобщенная сила, вызывающая диффузионный поток частиц, при постоянной температуре имеет вид
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               (2.13)

Для заряженных частиц поток вызывается еще и электрическим полем, поэтому формула (2.13) должна быть обобщена:
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              (2.14)

где  
[image: image296.wmf]-

F

 число Фарадея, а 
[image: image297.wmf]-

z

 электрохимическая валентность частиц. Электрический потенциал 
[image: image298.wmf],

j

 возникающий в результате различной подвижности ионов носит название потенциала диффузии.

Согласно феноменологическим соотношениям (2.2) диффузионные потоки в общем случае могут быть выражены через обобщенные силы
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    (2.15)

где i, k = «+», «
[image: image300.wmf]-

», «u»;  
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. (Постоянная температура 
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 включена здесь в феноменологические коэффициенты 
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Применительно к нашей задаче плотности потоков записываются в виде
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  (2.16)

Из условия равенства нулю общего электрического тока 
[image: image305.wmf](
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 можно найти электрический потенциал:
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 EMBED Equation.3 [image: image307.wmf].
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  (2.17)

Подставляя (2.17) в (2.16), определяем 
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  (2.18)
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(2.19)
Вводя для краткости обозначения
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   (2.20)

преобразуем формулу (2.18) к виду
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Сравнивая (2.9), (2.11) и (2.20), получим формулу для коэффициента диффузии электролита:
                        
[image: image314.wmf].
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    Нетрудно видеть, что степень диссоциации электролита не является независимым параметром, а выражается через кинетические коэффициенты. Сравнивая формулы (2.11) с формулами (2.18) и (2.19), находим
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В частности для разбавленного раствора сильного электролита (
[image: image316.wmf]1

®

a

) находим
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     2.4. Косвенное взаимодействие необратимых процессов           в стационарном состоянии

     Как уже отмечалось, в изотропной системе отсутствует взаимодействие (сопряжение) между скалярными и векторными процессами. Например, процессы переноса вещества (диффузия) не сопряжены с химическими реакциями. Однако взаимодействие переноса вещества и химических реакций может проявляться косвенным образом вследствие условия стационарности.

В качестве простого примера рассмотрим следующую модельную химическую систему. Пусть вещество 
[image: image318.wmf]M

 поступает в систему из внешней среды и превращается внутри нее в вещество 
[image: image319.wmf],

N

 которое затем вновь возвращается в исходную среду. Пусть кроме веществ 
[image: image320.wmf]M

 и 
[image: image321.wmf]N

 система еще получает вещество  
[image: image322.wmf],

Q

 которое не участвует в химической реакции (мы будем называть его инертным компонентом).

Для производства энтропии имеем
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где 
[image: image324.wmf]N

M

A
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,

 и 
[image: image325.wmf]Q

A

 представляют собой величины сродства. Соответствующие явлениям переноса сродства процессов записываются так:
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где 
[image: image327.wmf]-

A

 сродство химической реакции 
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Здесь 
[image: image330.wmf]-

w

 скорость этой реакции. Индекс (1) относится к системе, а индекс  (2) 
[image: image331.wmf]-

 к среде.

Далее будем исходить из следующих феноменологических соотношений:
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[image: image334.wmf].
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Здесь для упрощения принято, что взаимодействуют только процессы переноса веществ 
[image: image335.wmf]M

 и 
[image: image336.wmf].

Q


Рассмотрим, что дает такое взаимодействие в стационарном состоянии. Условия стационарности выражаются соотношениями

     
[image: image337.wmf].
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В стационарном состоянии имеем систему уравнений:
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Решение (2.30) имеет вид 
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  (2.31) 
    Последнее уравнение (2.31) показывает, что сродство 
[image: image342.wmf]Q

A

 инертного компонента отлично от нуля и пропорционально скорости химической реакции  (в которой вещество 
[image: image343.wmf]Q

 не участвует). Считая, что 
[image: image344.wmf](
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 (разбавленные растворы), видим, что в стационарном состоянии концентрация вещества 
[image: image345.wmf]Q

 в системе не равна его концентрации в среде:
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Концентрация вещества 
[image: image347.wmf]Q

 в открытой системе может быть больше или меньше, чем в среде, в зависимости от знака феноменологического коэффициента 
[image: image348.wmf]21

L

. Этот эффект пропорционален скорости химической реакции. Таким образом, может происходить взаимодействие между процессами переноса вещества и химическими реакциями, хотя они не связаны непосредственно феноменологическими соотношениями. Такое взаимодействие получило название  косвенного взаимодействия необратимых процессов в стационарном состоянии. 

Как следует из формулы (2.31), величина 
[image: image349.wmf]M

A

 всегда имеет положительный знак, если 
[image: image350.wmf]0

>

w

. Если компонент 
[image: image351.wmf]M

 эффективно расходуется во время реакции (
[image: image352.wmf]0

>

w

), то это означает, что его концентрация внутри системы понижается. Однако на основе более общих феноменологических соотношений можно показать, что это может быть и не так.

Напишем вместо уравнений (2.28) более общие уравнения, когда взаимодействуют процессы переноса всех трех веществ 
[image: image353.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image354.wmf]N

 и 
[image: image355.wmf]:
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Тогда вместо первого уравнения (2.31) можно найти следующее выражение для  разности химических потенциалов 
[image: image359.wmf]:
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где 
[image: image361.wmf]-

D

 определитель, составленный из коэффициентов 
[image: image362.wmf]:
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     Определитель (2.35) должен быть положительным, поскольку производство энтропии положительно. Тем не менее, может оказаться, что числитель в уравнении (2.34) будет отрицательным. Тогда в стационарном состоянии будет происходить перенос реагирующего вещества навстречу градиенту его концентрации в результате косвенного взаимодействия процессов переноса и химической реакции. Подобные  взаимодействия, естественно только гораздо более сложные, играют важную роль в биологических процессах. Например, в живой клетке  стационарная неравновесная концентрация большинства веществ отличается от концентрации этих веществ во внешней среде. Это может быть обусловлено биохимическими реакциями (обменом веществ) в клетке. 

     2.5. Неравновесные стационарные состояния и теорема           о минимуме производства энтропии
     Во многих случаях граничные условия, наложенные на систему, не позволяют ей достичь равновесия. Рассмотрим, например, систему, состоящую из двух сосудов, каждый из которых находится в квазиравновесном состоянии. Эти сосуды соединены капилляром, и между ними поддерживается постоянная разность температур. Здесь имеются две силы 
[image: image364.wmf]t

X

 и  
[image: image365.wmf]m

X

, соответствующие разности температур и разности химических потенциалов между сосудами и соответствующие им потоки 
[image: image366.wmf]t

I

 и 
[image: image367.wmf]m

I

. С течением времени система достигает состояния, в котором перенос вещества  
[image: image368.wmf]m

I

 прекращается, но остается перенос тепла и производство энтропии. В этом случае достигается стационарное неравновесное состояние или просто стационарное состояние.

     Другим примером стационарного состояния может служить открытая химическая система, где компонент 
[image: image369.wmf]A

 поступает из внешней среды и через ряд промежуточных веществ преобразуется в конечный продукт 
[image: image370.wmf],

F

 который вновь возвращается во внешнюю среду. Стационарное состояние возникает, когда концентрации промежуточных веществ не изменяются во времени. Условием существования стационарного состояния является задание фиксированных концентраций исходного вещества 
[image: image371.wmf]A

 и конечного продукта 
[image: image372.wmf]F

 во внешней среде.

     Можно показать, что если стационарное состояние возникает в области линейной неравновесной термодинамики, то его можно характеризовать экстремальным принципом: производство энтропии достигает минимального значения в стационарном состоянии, соответствующем фиксированным внешним условиям.

     Докажем сначала сформулированный принцип для первого примера. Источник энтропии дается выражением

                           
[image: image373.wmf].
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Феноменологические соотношения между потоками и силами имеют вид
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В стационарном состоянии поток вещества обращается в нуль, что выражается соотношением

                        
[image: image376.wmf].
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Покажем, что (2.38) эквивалентно следующему условию: производство энтропии минимально для заданной термической силы 
[image: image377.wmf]t

X

. Используя уравнения (2.37), перепишем выражение для источника (2.36) в виде 

               
[image: image378.wmf].
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Дифференцируя формулу (2.39) по меняющемуся параметру 
[image: image379.wmf]m

X

 при постоянной  величине 
[image: image380.wmf]t

X

, получим
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Отсюда следует, что два условия

                       
[image: image382.wmf]]
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полностью  эквивалентны.


     Распространим теорему о минимуме производства энтропии на случай произвольного числа обобщенных сил и обобщенных потоков. Пусть в системе имеется 
[image: image383.wmf]N

 обобщенных сил, причем первые 
[image: image384.wmf]K

 из них 
[image: image385.wmf])
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 поддерживаются постоянными  и не дают системе прийти в равновесие. Условие стационарного состояния имеет вид
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Экстремум производства энтропии при условии 
[image: image387.wmf])
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 ищем методом неопределенных множителей Лагранжа. Для этого введем функцию 
[image: image388.wmf]:
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[image: image389.wmf],

]

[

]

[

1

å

=

-

=

F

K

j

j

j

X

S

S

a

s




   (2.43)

где 
[image: image390.wmf]-

j

a

неопределенные множители Лагранжа. Условие экстремума функции 
[image: image391.wmf]]
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Из уравнений (2.44) следует, что

                
[image: image393.wmf].
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                 (2.45)
Условия (2.42) и (2.45) эквивалентны.

     Если на систему не налагается никаких дополнительных ограничений, таких как фиксация обобщенных сил, то производство энтропии со временем исчезает,  и получается равновесное состояние как частный случай стационарного состояния. Теорема о минимуме производства энтропии обладает большой общностью, т. е. применима ко всем неравновесным стационарным состояниям независимо от природы обобщенных термодинамических сил, правда, лишь в области линейной неравновесной термодинамики.

     Задачи
     2.1. Растворенное вещество 
[image: image394.wmf]A

 может образовывать с растворителем 
[image: image395.wmf]B

 ассоциаты вида 
[image: image396.wmf]:
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[image: image397.wmf]B
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Константа  равновесия квазихимической реакции образования ассоциатов равна 
[image: image398.wmf].

K

 Найти зависимость коэффициента диффузии вещества 
[image: image399.wmf]A

 от его концентрации, предполагая, что феноменологические коэффициенты 
[image: image400.wmf]B
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 известны. Считать, что равновесие в процессе образования ассоциатов  устанавливается очень быстро, а раствор является разбавленным. Температура раствора постоянна и равна 
[image: image401.wmf].
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     2.2. Растворенные вещества 
[image: image402.wmf]М

 и 
[image: image403.wmf]N

 образуют с растворителем 
[image: image404.wmf]A

 регулярный раствор, так что их химические потенциалы равны 


[image: image405.wmf])
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[image: image406.wmf])

1

(

ln

*

N

A

N

N

N

X

X

X

RT

-

+

+

=

a

m

m

.

Найти коэффициенты диффузии 
[image: image407.wmf]M

D

и  
[image: image408.wmf]N

D

 в разбавленном растворе, предполагая, что диффузионные потоки 
[image: image409.wmf]М

 и  
[image: image410.wmf]N

 взаимодействуют, а феноменологические коэффициента 
[image: image411.wmf]MM

L

, 
[image: image412.wmf]NM

L

 и 
[image: image413.wmf]NN

L

 известны. Температура раствора постоянна и равна 
[image: image414.wmf].
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     2.3.  Концы теплопроводящего стержня сечения 
[image: image415.wmf]S

 и длины 
[image: image416.wmf]l

 поддерживаются при постоянных температурах 
[image: image417.wmf]1
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 и 
[image: image418.wmf]2
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. При температуре  
[image: image419.wmf](
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 материал стержня претерпевает фазовый переход, так что коэффициент теплопроводности имеет значение 
[image: image420.wmf]1
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 при 
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T

T

<

 и  
[image: image422.wmf]2
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 при 
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. Найти стационарное производство энтропии в системе, считая, что теплообмен через боковую поверхность отсутствует.

     2.4. Система представляет собой неравновесный электронный газ в металле, в котором существует градиент температуры и постоянное во времени электрическое поле. Выразить феноменологические коэффициенты через коэффициент теплопроводности, электропроводность и коэффициент Зеебека.

     2.5. Система состоит из двух плотно состыкованных однородных проводников длиной 
[image: image424.wmf]1
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 и 
[image: image425.wmf]2
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  и площадью сечения 
[image: image426.wmf].

0

s

 Проводимость первого проводника равна 
[image: image427.wmf],
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 а второго 
[image: image428.wmf].
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 Исходя из теоремы о минимуме производства энтропии, найти стационарную плотность тока. Разность потенциалов между левым и правым концом поддерживается равной 
[image: image429.wmf].
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 Температуру системы считать постоянной, контактную разность потенциалов не учитывать.

§ 3. ОБЩИЙ КРИТЕРИЙ ЭВОЛЮЦИИ ГЛЕНСДОРФА
[image: image430.wmf]-

 ПРИГОЖИНА

     3.1. Формулировка критерия

      В шестидесятые и семидесятые  годы прошлого века работами ряда авторов была развита термодинамика сильно неравновесных систем, в которых связь между термодинамическими потоками и силами перестает быть линейной, а также не выполняется соотношение взаимности Онзагера. Важным результатом стал установленный Гленсдорфом и Пригожиным общий критерий  эволюции термодинамической системы. Этот критерий является обобщением принципа минимального производства энтропии на нелинейные процессы и состоит в следующем.

    Полное производство энтропии в системе равно
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     (3.1)

Представим производную 
[image: image432.wmf]t
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 в виде суммы двух слагаемых:
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[image: image436.wmf]-

 это символическое обозначение для соответствующих слагаемых в формуле (3.2). Первое из них определяет скорость производства энтропии, обусловленную изменением во времени термодинамических сил, а второе 
[image: image437.wmf]-

 изменением обобщенных термодинамических потоков.

     В области линейной термодинамики оба слагаемых в формуле (3.2) равны, и производная 
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 выражает принцип минимума производства энтропии. В самом деле, используя соотношения Онзагера, имеем
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   (3.3)

 В нелинейной области термодинамики величина скорости производства энтропии 
[image: image440.wmf]t
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 не имеет какого-либо общего свойства.  Однако, как показали Гленсдорф и Пригожин, величина 
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  удовлетворяет неравенству общего характера
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                 (3.4)

которое  является обобщением неравенства (3.3). Неравенство (3.4) не зависит ни от каких предположений о свойствах связей между потоками и силами в условиях локального равновесия. Ввиду большой общности соотношение (3.4) называется общим, или универсальным критерием эволюции. Согласно этому критерию в любой неравновесной системе с фиксированными граничными условиями процессы идут так, что скорость производства энтропии, обусловленная изменением во времени обобщенных термодинамических сил, уменьшается и достигает минимума в стационарном состоянии.

     В качестве иллюстрации рассмотрим систему, представляющую собой твердое тело с постоянным объемом и фиксированными температурами на границе. Обобщенной термодинамической силой здесь будет 
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 тепловой поток. Тогда величина 
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Преобразуем эти интегралы. Первый интеграл преобразуется по теореме Остроградского 
[image: image447.wmf]-

 Гаусса. Имеем:
       
[image: image448.wmf].
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    (3.6)

Выражение (3.6) в стационарных условиях равно нулю, поскольку интеграл вдоль границы тела 
[image: image449.wmf]W

 с фиксированной температурой обращается в нуль. Второй интеграл в формуле (3.5) преобразуем, используя уравнение неразрывности для плотности внутренней энергии. Для твердого тела имеем
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Подставляя формулу (3.7) в интеграл (3.5), находим 


[image: image451.wmf].
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    (3.8)

Таким образом, неравенство (3.4) для конкретного случая доказано.
     3.2. Открытая система с диффузионными и химическими процессами

     Докажем справедливость соотношения (3.4) для системы с диффузионными и химическими процессами. Для этого нам потребуется представление о втором дифференциале энтропии. Покажем, что для замкнутой термодинамической системы справедливо  соотношение для второго дифференциала энтропии:
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где 
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 теплоемкость при постоянном объеме, 
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изотермическая сжимаемость.

     Из первого начала термодинамики следует такое выражение для второго дифференциала энтропии:
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После подстановки дифференциалов,  можно получить
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Расписывая дифференциалы 
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 и 
[image: image458.wmf]dp

, получим
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Принимая во внимание соотношение  
[image: image460.wmf](
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и выражение для второго дифференциала энтропии упрощается:
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После подстановки определений 
[image: image463.wmf]V
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 и 
[image: image464.wmf]c

 получим искомую формулу.

     Так как для изолированной системы энтропия в условиях равновесия должна быть максимальна, то второй дифференциал энтропии должен быть отрицательным. Это означает, в частности, что теплоемкость 
[image: image465.wmf]v
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  и  изотермическая сжимаемость 
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 величины всегда положительные.

     Можно получить выражение для второго дифференциала энтропии в более общем случае  –  для открытой системы. Оно имеет вид

  
[image: image468.wmf](
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Здесь для краткости использовано обозначение
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     Из равенства (3.9) следуют также ограничения в свойствах химического потенциала, а именно матрица 
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 должна порождать  положительно определенную квадратичную форму:
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  (3.10)

     Рассмотрим открытую химическую систему при постоянной температуре. Пусть химические потенциалы на границе системы фиксированы. В такой системе обобщенными силами являются градиенты химических потенциалов 
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 потоки частиц 
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 и скорости химических реакций 
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     Пусть для простоты в системе идет только одна химическая реакция. Тогда для скорости производства энтропии, обусловленной изменением термодинамических сил,  имеем
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  (3.11)

Далее, используя формулу векторного анализа
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а также формулу Остроградского 
[image: image479.wmf]-

 Гаусса
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  (3.13)
преобразуем формулу (3.11)  к виду 
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               (3.14)
Здесь мы предполагали, что на границе системы химические потенциалы от времени не зависят. 
     Дальнейшее преобразование соотношения (3.14) связано с уравнением баланса для объемной концентрации каждого компонента:
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где первое слагаемое характеризует изменение концентрации за счет потока, а второе 
[image: image483.wmf]-

 за счет химической реакции. Выражая 
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 из (3.15) и осуществляя подстановку в (3.14), находим
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Поскольку имеет место соотношение
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то
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Представим 
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Подставляя (3.19) в (3.18), находим
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Форма 
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 аналогична форме  
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 из соотношения (3.9) и подобно последней является положительно определенной. 
      Этот результат можно получить и прямо из локального уравнения Гиббса (формула (1.27)). В этом случае выражение для второго дифференциала 
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 при постоянной температуре имеет вид
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Поскольку в системе имеет место локальное равновесие, то второй дифференциал 
[image: image495.wmf]v
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 должен быть отрицательным, и, следовательно,
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Таким образом, используя неравенство (3.22), из формулы (3.20) получим
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   (3.23)

т. е. неравенство (3.4) доказано для   системы, в которой идут диффузионные процессы и химические реакции.
     Похожим образом неравенство (3.4) доказывается и для многих других систем. Правда, одновременное включение нескольких обобщенных сил и обобщенных потоков делает задачу очень громоздкой.
3.3. Кинетический потенциал, потенциал скоростей химических реакций

Обозначим через 
[image: image499.wmf])
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  обобщенные термодинамические потоки и обобщенные термодинамические силы в стационарном состоянии и введем отклонения этих величин от стационарных значений:
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,

)

0

(

)

0

(

k

k

k

k

k

k

X

X

X

I

I

I

-

=

-

=

d

d



    (3.24)

Критерий эволюции, выражаемый формулой (3.4), перепишем через приращение потоков и приращение сил по отношению к стационарному состоянию:
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Рассмотрим систему с диффузионными и химическими процессами при постоянной температуре. В этом случае обобщенными силами являются градиенты химических потенциалов и сродства химических реакций. Покажем, что в этом случае первый член в правой части формулы (3.25) тождественно равен нулю. Имеем такое выражение:
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Далее, используя формулу векторного анализа (1.35) и теорему Остроградского 
[image: image504.wmf]-

 Гаусса, преобразуем (3.26) к виду


[image: image505.wmf].

,

)

0

(

)

0

(

)

0

(

)

0

(

ò

å

å

ò

å

ò

å

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

Ñ

+

W

-

=

=

W

V

i

i

i

i

v

i

i

i

i

in

V

k

k

k

T

w

j

T

dV

T

j

d

X

I

dV

r

r

r

dm

n

dm

dm

d

r

r

r

r


  (3.27)

Поверхностный интеграл в силу граничных условий равен нулю. Объединяя два оставшихся интеграла, получаем
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Последний интеграл равен нулю, так как концентрации 
[image: image507.wmf])
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 от времени не зависят. Таким образом, критерий эволюции можно записать в виде

                            
[image: image508.wmf](

)

.

0

ò

å

£

=

k

k

k

x

X

d

I

dV

P

d

d

d



    (3.29)

     Можно доказать соотношение (3.29) для многих других процессов, протекающих в системе.

Вблизи стационарного состояния 
[image: image509.wmf]i
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 можно разложить в ряд по отклонениям 
[image: image510.wmf]k
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 и оставить только члены первого порядка:
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где коэффициенты 
[image: image512.wmf]ik
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 определяются соотношением
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в стационарном состоянии системы. В отличие от принципа симметрии  Онзагера,  матрица 
[image: image514.wmf]ik

l

 в общем случае симметричной не является. В общем случае матрицу можно разбить на симметричную и антисимметричную части и записать их в виде
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  (3.32)

Критерий (3.29) с учетом обозначений (3.31) и (3.32) дает
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Первую сумму в критерии (3.33) можно представить в виде полного дифференциала некоторой функции 
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где
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В тех случаях, когда антисимметричная составляющая матрицы 
[image: image520.wmf]ik

l

 равна нулю, критерий эволюции записывается так
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т. е. приращение 
[image: image522.wmf]P

d

X

 является полным дифференциалом. Функция 
[image: image523.wmf]D

 носит название кинетического потенциала. В тех случаях, когда кинетический потенциал существует в системе, стационарное состояние можно определить из экстремального свойства этого потенциала. 
     В качестве иллюстрации рассмотрим задачу

Задача

Найти кинетический потенциал для системы из 
[image: image524.wmf]n

 последовательно соединенных нелинейных элементов. Плотность тока для 
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-го элемента связана с напряженностью электрического поля соотношением 
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. Поле внутри элемента однородно. Объем элемента равен 
[image: image527.wmf].
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Температуру считать постоянной. Исходя из экстремального свойства кинетического потенциала, вычислить плотность тока в элементах, если система находится под напряжением 
[image: image528.wmf].
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 Длина элемента равна
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    Решение

    Производство энтропии равно 
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Из этой формулы видно, что  
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 является полным дифференциалом
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а кинетический потенциал равен
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Ищем минимум кинетического потенциала при условии 
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. Используем метод неопределенных множителей Лагранжа и составляем функцию 
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  является неопределенным множителем:
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Условие стационара получается из минимума функции  
[image: image538.wmf]:
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Отсюда определяем напряженность электрического поля и плотность тока для каждого элемента, 
[image: image540.wmf]i
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 и 
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Из условия 
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Далее рассмотрим химические реакции в однородной среде при постоянной температуре.  Критерий эволюции запишем в виде
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Аналогично общему случаю вблизи стационарного состояния  отклонение скорости от стационара 
[image: image549.wmf]r
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w

 можно разложить в ряд по отклонениям сродства реакции 
[image: image550.wmf]r
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 и оставить только члены первого порядка. В результате критерий эволюции можно записать так:
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где коэффициенты 
[image: image552.wmf]r
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 определяются соотношениями
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Первую сумму в (3.37) можно представить в виде полного дифференциала некоторой функции 
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где
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 В тех случаях, когда антисимметричная составляющая матрицы 
[image: image558.wmf]r
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 равна нулю, критерий эволюции записывается так:
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т. е. приращение 
[image: image560.wmf]P

d

X

 является полным дифференциалом. Функция 
[image: image561.wmf]D

 носит название потенциала скоростей химических реакций. Эта величина является частным случаем кинетического потенциала.       В тех случаях, когда потенциал скоростей существует в химической системе, стационарное состояние можно определить из экстремального свойства этого потенциала.

В качестве примера рассмотрим реакции, которые описываются схемой
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Предположим, что концентрации 
[image: image563.wmf]M

 и 
[image: image564.wmf]N

 поддерживаются постоянными. Скорости первой и второй реакции определяются соотношениями
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(Здесь удобнее пользоваться мольными долями 
[image: image566.wmf]x

, а не мольно-объемными концентрациями 
[image: image567.wmf].

c

) Предположим, что растворы являются идеальными или разбавленными, тогда сродство первой и второй реакции можно записать так:
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В этой ситуации для критерия эволюции имеем 
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Потенциал скоростей будет иметь вид
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Стационарное состояние определяется из условия
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а стационарная концентрация равна

                         
[image: image573.wmf].
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     3.4. Химические колебания

Рассмотрим общий случай реакций в однородной среде. Уравнения реакций символично можно записать как
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где 
[image: image575.wmf]-
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 набор исходных веществ, 
[image: image576.wmf]-
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N

  набор продуктов, а 
[image: image577.wmf]-
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Z

 промежуточные вещества химического процесса. Пусть концентрации  
[image: image578.wmf]}
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 и 
[image: image579.wmf]}
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 поддерживаются постоянными. Допустим, что  концентрации 
[image: image580.wmf]}
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 отвечает стационарному состоянию. Эволюция  такой системы сильно зависит от «расстояния»  стационарного состояния до равновесия. На рис. 3.1 изображено «поле» скоростей химических реакций вблизи стационарного состояния, когда это состояние располагается вблизи от равновесия (в рамках линейной неравновесной термодинамики). Это «поле» является «потенциальным», так как в линейной неравновесной термодинамике всегда можно ввести потенциал скоростей химических реакций.
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Рис. 3.1. Переход к стационарному состоянию вблизи от равновесия:
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  в качестве переменных использованы сродства реакций, 
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      концентрации 

 На рис. 3.1, 
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  в качестве переменных использованы сродства реакций, а на рис. 3.1, 
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 концентрации. Обратим внимание, что стационарные состояния, близкие к равновесию, всегда устойчивы, т. е. если систему возмутить, то она вернется в стационарное состояние. Это является следствием теоремы Пригожина о минимуме производства энтропии. Более подробно вопросам устойчивости будет посвящен следующий параграф, в котором сформулирован термодинамический критерий устойчивости стационарных состояний в общем виде.
Стационарные состояние вдали от равновесия могут быть как устойчивыми, так и неустойчивыми. Даже в тех случаях, когда стационарное состояние устойчиво, система может вести себя совершенно по-разному. Если для системы можно ввести потенциал скоростей химических реакций, то ее поведение похоже на предыдущий случай. В общем случае «поле» скоростей «потенциальным» не является, а является «вихревым». Поведение системы вблизи стационарного состояния может быть следующим 
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 стремление к стационарному состоянию по спирали или вращение вокруг стационарного состояния (рис. 3.2).
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Рис. 3.2. Переход к стационарному состоянию вдали от равновесия:
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движение по спирали

В качестве примера рассмотрим крайний случай двух химических процессов, описываемых чисто антисимметричной матрицей 
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   (3.51)

В этом случае выражение для изменения производства энтропии будет иметь вид
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Введем полярные координаты вблизи стационарного состояния:
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и запишем формулу (3.52) в более простой форме:
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Неравенство (3.54) задает необратимое направление вращения вокруг стационарного состояния. При этом концентрации участвующих в реакции веществ периодически меняются во времени, т. е. в системе реализуется колебательный режим.
3.5. Модель Лотки 
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 Вольтерра

В рамках этой модели был впервые исследован механизм реалистической химической реакции, приводящий к колебательному режиму. Первоначально эта модель была предложена для описания популяции зайцев и рысей. Рассматривается последовательность реакций
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Концентрации начального вещества 
[image: image603.wmf]А

 и конечного продукта 
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 поддерживаются постоянными, так что имеется лишь две независимые переменные 
[image: image605.wmf]-

 
[image: image606.wmf]X

 и 
[image: image607.wmf].

Y

 Константы прямых реакций 
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 Рассмотрим стационарное состояние, далекое от равновесия. Если в схеме (3.55) обратными реакциями можно пренебречь 
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Для краткости концентрацию вещества обозначаем той же буквой, что и само вещество (без скобок). Уравнения (3.56) дают единственное нетривиальное стационарное решение
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Наборы химических процессов вида (3.56) в литературе обычно называются моделями Лотки 
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 Вольтерра.
     В окрестности стационарного состояния решения 
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при условии, что
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Подставляя выражения (3.58) в кинетические уравнения (3.56) и пренебрегая членами высших порядков малости по отклонениям от стационарного состояния, получаем систему линеаризованных уравнений:
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Дисперсное уравнение 
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получающееся из этой системы, показывает, что малые отклонения от стационарного состояния являются периодическими с частотой
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Итак в необратимой модели Лотки 
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 Вольтерра имеют место незатухающие колебания с частотой, определяемой формулой (3.62). Можно также сказать, что стационарное состояние является нейтрально устойчивым. Как мы уже отмечали, более подробный анализ проблемы устойчивости будет проведен позднее. 
     Примем теперь во внимание обратимость реакций (3.55). Для простоты будем считать, что константы всех прямых реакций равны единице, а константы всех обратных реакций равны 
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 Тогда система кинетических уравнений, описывающих процесс, имеет вид
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а решение, не зависящее от времени, удовлетворяет следующим уравнениям:
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Дисперсионное уравнение для определения величины 
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 имеет вид
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Решение квадратного уравнения (3.65) показывает, что частоты здесь являются комплексными, и, следовательно, система уравнений (3.63) описывает затухающие колебания.

     Вернемся снова к незатухающим колебаниям Лотки 
[image: image629.wmf]-

 Вольтерра. Интересной особенностью этой модели является то, что возмущения, отстоящие от стационарного состояния на конечное расстояние, также являются периодическими. На фазовой плоскости 
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 стационарное состояние окружено бесконечным множеством замкнутых кривых, непрерывно переходящих друг в друга. В этом нетрудно убедиться, если исключить время из параметрических уравнений (3.56). Тогда получим уравнение для траектории на плоскости 
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После его интегрирования имеем
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или
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где 
[image: image636.wmf]-
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 произвольная постоянная, определяемая начальными условиями. Трансцендентное уравнение (3.68) определяет однопараметрическое семейство замкнутых кривых (каждому 
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 соответствует одна кривая,  рис. 3.3).


     Из уравнений (3.56) получаем также, что
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Если ввести полярные координаты 
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то 
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Рис. 3.3. Замкнутые  орбиты в необратимой модели Лотки – Вольтерра на плоскости 
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Из этого уравнения можно выразить период обращения системы вокруг стационарного состояния:
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Здесь зависимость 
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 от 
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 определяется из уравнения
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     Таким образом, в системах типа Лотки 
[image: image649.wmf]-

  Вольтерра имеется непрерывный спектр частот вращения по бесконечному множеству циклов, каждый из которых реализуется при подходящих начальных условиях.

В качестве иллюстрации рассмотрим задачу.

Задача

     Проанализировать модель Лотки 
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 Вольтерра, считая, что первая реакция в этой модели является обратимой, а вторая и третья необратимыми. Константы всех реакций известны: 
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, а также температура поддерживаются постоянными.
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Найти стационарные концентрации 
[image: image655.wmf]X

 и 
[image: image656.wmf]Y

.  Считая, что обратная реакция  является медленным процессом, найти частоту колебаний, характерное время  перехода системы  к стационарному состоянию (время релаксации) и оценить число колебаний. Сформулировать условие отсутствия колебаний. Вычислить производство энтропии 
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 и дать ему интерпретацию. Вычислить избыточное производство энтропии. Сравнить результаты с полностью необратимой моделью.

    Решение

    Скорости  и сродства реакций равны:
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Стационарные концентрации определяются из условий
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и равны
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Введем отклонения системы от стационара:
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В линейном приближении получим систему уравнений для отклонений:
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Далее ищем решение в виде 
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. Спектр частот определяется из равенства нулю детерминанта матрицы
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Колебания отсутствуют, если 
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 чисто мнимая величина. Это будет при условии 
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Если скорость обратной реакции мала, то
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где 
[image: image669.wmf]-
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частота колебаний для чисто необратимой системы, а 
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 характерное время прихода системы к стационарному состоянию. Число совершенных системой колебаний можно оценить как 
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     Далее вычислим величину 
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. По определению эта величина равна
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Подставляя скорости и сродства, получим 
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     Первое слагаемое характеризует движение к стационарному состоянию, а второе – вращение вокруг стационарного состояния.

Вычислим избыточное производство энтропии. Что такое избыточное производство и для чего оно необходимо, станет ясно в следующем параграфе. Чтобы более не возвращаться к модели Лотки – Вольтерра, рассмотрим это вычисление. Запишем отклонения от стационарного состояния
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Избыточное производство здесь определяется по формуле
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Поскольку избыточное производство энтропии положительно, то стационарное состояние  устойчиво (это критерий устойчивости). При отсутствии обратной реакции избыточное производство равно нулю, и осуществляется случай нейтральной устойчивости.

Задачи

4.1. Вывести общий критерий эволюции для твердого тела, помещенного в электрическое поле. Температуру тела считать постоянной. Доказать на его основе соотношение 
[image: image677.wmf]0
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. Условия на границе тела не зависят от времени.

4.2. Рассчитать потенциал скоростей для системы со следующими химическими реакциями:
                               
[image: image678.wmf].
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Концентрации веществ 
[image: image679.wmf],
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 EMBED Equation.3 [image: image680.wmf],
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   и  
[image: image681.wmf]Q

 в системе поддерживаются постоянными.  Константы прямых реакций 
[image: image682.wmf]i

k

(
[image: image683.wmf]=
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1, 2, 3) и обратных реакций 
[image: image684.wmf]i
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[image: image685.wmf]=
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1, 2, 3) заданы. Вычислить стационарные концентрации. Температура системы постоянна и равна 
[image: image686.wmf].
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4.3. Рассчитать потенциал скоростей для химической системы с автокаталитической  стадией:

[image: image687.wmf].
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Концентрации веществ 
[image: image688.wmf],
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 EMBED Equation.3 [image: image689.wmf]N

 в системе поддерживаются постоянными. Константы прямых реакций равны 
[image: image690.wmf]1
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 и 
[image: image691.wmf],
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 а обратных 
[image: image692.wmf]1
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 и 
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 Вычислить стационарную концентрацию 
[image: image694.wmf].
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 Температура системы задана.
4.4. Доказать, что для необратимых колебаний в модели Лотки - Вольтерра среднее производство энтропии за период равно производству энтропии в стационарном состоянии. 

   § 4. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМЫ И БИФУРКАЦИОННЫЕ (НЕРАВНОВЕСНЫЕ ФАЗОВЫЕ) ПЕРЕХОДЫ  

4.1. Устойчивость по Ляпунову

Сначала введем определение устойчивости, которое справедливо при достаточно общих условиях и включает как равновесные, так и неравновесные состояния.

Пусть мы имеем систему уравнений, описывающих эволюцию термодинамической системы:
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где 
[image: image696.wmf]-
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 переменные, определяющие состояние системы, 
[image: image697.wmf]-
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 параметр, определяющий воздействие на систему извне. Уравнение  (4.1) дополняется начальными и граничными условиями. Например:
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Решение 
[image: image699.wmf](
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 называется устойчивым по Ляпунову, если для любого 
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 и 
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 существует такое  
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, что при выполнении условия
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для всех 
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где 
[image: image706.wmf](
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 решение задачи с начальными условиями 
[image: image707.wmf]0

i

X

¢

. Таким образом, если начальные условия близки, то близки и соответствующие решения.
     Решение 
[image: image708.wmf](
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 называется  асимптотически устойчивым, если для любого 
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 существует 
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 такое, что при условии
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имеет место соотношение
                      
[image: image712.wmf](
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Таким образом, в случае асимптотической устойчивости при близких начальных условиях в пределе 
[image: image713.wmf]¥
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 решения совпадают.

Система, описываемая уравнениями (4.1), называется структурно-устойчивой, если для любого 
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 и 
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 существует 
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 такое, что при условии
                                 
[image: image717.wmf]h

l

l

<

¢

-




      (4.7)

имеем для всех времен 
[image: image718.wmf]t

 выполнение неравенства
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Здесь 
[image: image720.wmf](
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  решение, соответствующее внешнему параметру 
[image: image721.wmf].
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Когда решение рассматриваемой задачи не является устойчивым, будем называть его неустойчивым. Обратим внимание, что асимптотическая устойчивость подразумевает наличие устойчивости по Ляпунову. Устойчивые решения, не являющиеся асимптотически устойчивыми, называются нейтрально устойчивыми.

Понятие устойчивости подразумевает выделение направления времени. Особенно отчетливо это проявляется в асимптотической устойчивости, которая подразумевает, что любое конечное возмущение с течением времени подавляется системой. Асимптотически устойчивое решение называют аттрактором, т. е. решением, «притягивающим» остальные решения. Отметим, что существование аттракторов характерно для диссипативной системы, в которой задано направление эволюции (направление времени). Для аттракторов существенно, что установившийся в итоге режим не зависит от начальных условий, если в системе только один аттрактор. Если в системе существует несколько аттракторов, то решение в зависимости от начальных условий «притягивается» к одному из них.

Критерий устойчивости термодинамической системы основан на построении функции Ляпунова 
[image: image722.wmf](
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, обладающей следующими свойствами.
1. 
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 и ее первые производные непрерывны в некоторой окрестности 
[image: image724.wmf]W

 начала координат (без потери общности можно совместить стационарное состояние с началом координат).

2. 
[image: image725.wmf](
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     3. Если 
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    4. 
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Тогда для термодинамической системы справедливы следующие утверждения.
     1. Если в некоторой окрестности 
[image: image731.wmf]W

 начала координат существует функция Ляпунова 
[image: image732.wmf](

)

}

{

i

X

V

, то точка в начале координат устойчива.

     2. Если 
[image: image733.wmf]-
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 положительно определенная функция в 
[image: image734.wmf]W

, то устойчивость асимптотическая.

     3. Если четвертое условие нарушается, т. е. 
[image: image735.wmf]0
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, то решение в начале координат неустойчиво. 

Качественно эти утверждения можно проиллюстрировать следующим образом. Если в начальный момент времени отклонения не равны нулю, 
[image: image736.wmf]0
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, причем им соответствует положительное значение функции 
[image: image737.wmf](

)

}

{

i

X

V

, то вследствие четвертого условия в результате временной эволюции значение 
[image: image738.wmf](

)

}

{

i

X

V

 не будут возрастать. Если четвертое условие строгое, то 
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 будет убывать. Но поскольку минимальное значение этой функции равно нулю, то конечным результатом будет достижение этого значения, а ему согласно условиям соответствуют значения  
[image: image740.wmf]0
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, которые как раз и будут стационарным состоянием. Тем самым мы имеем для него асимптотическую устойчивость. Если производная 
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, то значения 
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 будут удаляться от начала координат и система будет неустойчива.

В качестве примера рассмотрим состояние термодинамического равновесия для изолированной системы. Энтропия системы в этом случае принимает максимальное значение 
[image: image743.wmf]0
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. Рассмотрим отклонение энтропии 
[image: image744.wmf]S
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 от этого значения. С одной стороны, в неравновесном состоянии это положительно определенная величина
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С другой стороны, согласно второму началу термодинамики имеем
                            
[image: image746.wmf].
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Таким образом, 
[image: image747.wmf]S
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 можно считать  функцией Ляпунова. Тем самым имеет место асимптотическая устойчивость состояния термодинамического равновесия для изолированной системы.

В качестве второго примера рассмотрим открытую систему, для которой применима линейная неравновесная термодинамика. В этом случае справедлива теорема о минимуме производства энтропии 
[image: image748.wmf].
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 Согласно этой теореме величина 
[image: image749.wmf]P

 достигает  минимума 
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 в стационарном состоянии, и тем самым величина 
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 положительно определена в некоторой окрестности этого состояния. Согласно теореме Пригожина о минимуме производства энтропии в стационарном состоянии можно записать

                            
[image: image752.wmf].

0

)

(

£

=

D

dt

dP

dt

P

d




   (4.11)

Отсюда можно сделать вывод, что в области линейной неравновесной термодинамики 
[image: image753.wmf]P

D

 является функцией Ляпунова,   т. е. стационарное состояние вблизи равновесия является асимптотически устойчивым.

Для изучения условий устойчивости стационарных состояний системы вдали от равновесия потребуется ввести еще одно понятие 
[image: image754.wmf]-

 избыточное производство энтропии.

4.2. Избыточное производство энтропии
Рассмотрим стационарное состояние химической системы  в качестве стандартного и введем отклонения от этого состояния концентраций, скоростей и сродства:
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Далее введем величину
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              (4.13)

В третьем параграфе мы показали, что при постоянной температуре первое слагаемое в правой части (4.13) тождественно равно нулю (см. (3.35)-(3.37)). По этой причине формулу (4.13) можно записать так:
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Величину 
[image: image758.wmf]P
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 будем называть избыточным по отношению к стационару производством энтропии. Избыточное производство энтропии играет важную роль в изучении устойчивости неравновесных стационарных  состояний, и, конечно, не только в химических системах.

 Далее рассмотрим квадратичную форму 
[image: image759.wmf]:
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[image: image760.wmf].
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Если в системе есть только диффузионные и химические процессы, то эта форма есть не что иное, как вторая вариация энтропии. Существенно, что во всей области применимости локально равновесной термодинамики квадратичная форма 
[image: image761.wmf]S
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 имеет ту же структуру, что и в случае равновесия, поэтому она является отрицательно определенной величиной.

 Вычислим теперь производную от второй вариации энтропии 
[image: image762.wmf]S
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 по времени:
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Здесь мы учли, что величина
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представляет собой симметричную матрицу по 
[image: image765.wmf]i

 и 
[image: image766.wmf]j

, что следует, например, из формулы (1.27).

Производную по времени  
[image: image767.wmf](
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 можно найти из уравнения баланса для отклонения концентраций от стационарных значений. Это уравнение имеет вид
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Подставляя эту производную в формулу (4.16), получаем


[image: image769.wmf](
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Снова используя формулу для векторной производной и теорему Остроградского 
[image: image770.wmf]-

 Гаусса, преобразуем соотношение (4.19) к виду
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  (4.20)

Если в качестве граничных условий заданы постоянные потоки или постоянные концентрации, то поверхностный интеграл обращается в нуль. В результате формула (4.20) упрощается
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    (4.21)

Далее примем во внимание следующие соотношения: 
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)

(

)

,

0

0

å

å

Ñ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Ñ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Ñ

j

i

j

j

i

j

j

j

i

c

c

c

c

m

d

d

¶

m

¶

d

¶

¶m

r

r

r


  
                   
[image: image774.wmf].
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             (4.22)

Подставляя эти соотношения в формулу (4.21), находим такую связь:
     
[image: image775.wmf].

2

2

ò

å

ò

å

ò

å

=

º

º

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

Ñ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

k

X

k

k

i

i

i

P

X

I

dV

T

A

w

dV

T

j

dV

S

t

d

d

d

d

d

m

d

d

d

r

r

r

r

r


   (4.23)

     Итак, избыточное производство энтропии выражается через производную по времени от второй вариации энтропии. Это утверждение является справедливым не только для химических систем, но и во многих других случаях. В качестве иллюстрации последнего утверждения рассмотрим следующую задачу. 

     Задача 

      Для твердого тела  в электрическом поле доказать соотношение 
[image: image776.wmf](
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. Внутри тела имеется градиент температуры. 

Решение 

     Локальное уравнение Гиббса для рассматриваемой системы имеет вид 
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Второй дифференциал локальной энтропии  записывается так:
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После преобразования запись упрощается:
                    
[image: image779.wmf](
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По такому же рецепту записывается вторая вариация локальной энтропии:

                    
[image: image780.wmf](
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Выберем в качестве независимых переменных 
[image: image781.wmf]V

s

 и 
[image: image782.wmf]r

 и выразим отклонения (вариации) от стационарного состояния:
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Вторая вариация энтропии всей системы записывается как интеграл по объему от второй вариации локальной энтропии:
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Производные в этой формуле, а также температура вычисляются в  стационарных условиях.

     Вычислим производную по времени от второй вариации энтропии, принимая во внимание соотношение   
[image: image785.wmf]:
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Осуществляя перегруппировку слагаемых в подынтегральном выражении, получим
       
[image: image787.wmf].
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Продолжая преобразования, последовательно получим:
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[image: image789.wmf],
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[image: image790.wmf].
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Далее примем во внимание уравнения неразрывности для вариации плотности энергии и вариации плотности заряда:
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[image: image792.wmf](
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Осуществляя подстановку, проведем дальнейшие преобразования: 
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[image: image794.wmf](
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Что и требовалось доказать.
      4.3. Устойчивость неравновесных состояний.  Бифуркационные (неравновесные фазовые) переходы
В общем случае о знаке величины избыточного производства энтропии 
[image: image795.wmf]P

X

d

 ничего сказать нельзя. Отметим, однако, что если она положительна, то вторая вариация энтропии системы будет функцией Ляпунова, и стационарное состояние будет асимптотически устойчивым. Если же она отрицательна, то стационарное состояние будет неустойчивым. Обращение в нуль избыточного производства энтропии будет соответствовать состоянию, переходному между асимптотической устойчивостью и неустойчивостью (это будет состояние нейтральной устойчивости). Далее, поскольку в линейной области стационарное состояние было асимптотически устойчивым, вследствие непрерывности можно предположить, что оно будет продолжать оставаться устойчивым также в некоторой части нелинейной области.
Предположим, что  отклонение стационарного состояния от равновесия можно описать с помощью некоторого параметра 
[image: image796.wmf]l

. Это может быть сродство полной реакции, градиент концентраций на границе системы, градиент температур, градиент потенциала и т. д. Для термодинамического равновесия  
[image: image797.wmf]l

= 0  и далее с увеличением 
[image: image798.wmf]l

 система все дальше уходит от состояния равновесия. Предположим, что 
[image: image799.wmf]l

=
[image: image800.wmf]c

l

 соответствует обращению в нуль избыточного производства энтропии. Тогда можно утверждать, что при 
[image: image801.wmf]l
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, вторая вариация энтропии является функцией Ляпунова,  и стационарное состояние асимптотически    устойчиво. А при 
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> 
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 избыточное производство отрицательно: 
[image: image806.wmf]0
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 и стационарное состояние системы становится неустойчивым.
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 Рис. 4.1. Ветвление решений при удалении системы от равновесия

Будем характеризовать стационарное состояние набором переменных 
[image: image808.wmf]}
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 (концентрацией, тепловым потоком и т. д.). Очевидно, что 
[image: image809.wmf])}
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 и качественное изменение, например концентрации, происходит в соответствии с  рис. 4.1. Состояния, описываемые ветвью 
[image: image810.wmf],

a

 асимптотически устойчивы. В силу непрерывности эта ветвь, которую в  дальнейшем будем называть термодинамической ветвью, простирается в конечной окрестности  равновесного состояния. Однако после критического значения 
[image: image811.wmf]c

l

 термодинамическая ветвь  (ветвь 
[image: image812.wmf]b

)   может стать     неустойчивой. В этом случае любое малое возмущение уводит систему с термодинамической ветви. Новый устойчивый режим, устанавливающийся в системе, будет соответствовать стационарному состоянию какого-то другого типа  (ветвь 
[image: image813.wmf]c

 на рис. 4.1). Тогда можно сказать, что при 
[image: image814.wmf]l

= 
[image: image815.wmf]c

l

 произошла бифуркация,  в результате которой возникла новая ветвь решения. Причем новое решение невозможно получить экстраполяцией термодинамической ветви.

 Новое стационарное состояние, возникающее в системе, может оказаться более упорядоченным, т. е. система эволюционирует от состояния, симметрия которого соответствует равновесному состоянию, в состояние, которое обладает другой симметрией. Такие упорядоченные состояния были названы И. Пригожиным диссипативными структура, поскольку  они возникают в диссипативных системах с диссипацией энергии в ходе неравновесных процессов. Переход к таким структурам получил название бифуркационного,  или неравновесного фазового перехода. Новое состояние  может быть либо другим однородным стационарным состоянием, либо неоднородным стационарным состоянием (возникает пространственная структура), либо может обладать временной упорядоченностью (в системе возникают колебания). Могут появляться и более сложные состояния. Термодинамическим критерием возникновения в системе диссипативной структуры является обращение в нуль избыточного производства энтропии. 

     Классическим примером возникновения пространственной структуры в неравновесной системе является появление ячеек Бенара при конвективном движении жидкости. 

Если в слое жидкости имеется градиент температуры 
[image: image816.wmf]d
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, то возможны два различных неравновесных процесса. До тех пор, пока разность температур 
[image: image817.wmf]T

D

 меньше критического значения 
[image: image818.wmf],

c

T

D

 перенос тепла осуществляется за счет теплопроводности. Этот молекулярный процесс не вызывает движения жидкости. Однако при достаточно больших градиентах температуры, когда 
[image: image819.wmf]c
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, в жидкости начинается упорядоченное макроскопическое движение. В результате этого движения нагретая жидкость перемещается вверх, а холодная опускается вниз. Сечение потока, перпендикулярное градиенту, представляет собой совокупность ячеек, обычно гексагональных (рис. 4.2). Внутри ячеек жидкость поднимается вверх, а по краям опускается вниз. Физическая причина возникновения такого перехода состоит в следующем. При увеличении градиента температуры увеличивается поток тепла. Для этого необходима большая пропускная способность, чем та, которая обеспечивается обычной теплопроводностью. Это и приводит к установлению конвективного движения, при котором движение молекул является значительно более упорядоченным, чем при обычной теплопередаче. 

             [image: image820.jpg]



                         Рис. 4.2. Ячейки Бенара

     Другим классическим примером является эффект Ганна в полупроводниках. В этом случае можно говорить о пространственно-временной структуре. Суть эффекта Ганна состоит в том, что при приложении достаточно большого электрического поля E  к однородным образцам, например из арсенида галлия 
[image: image821.wmf]n

-типа, в них возникают спонтанные колебания тока. Было установлено, что при 
[image: image822.wmf]П
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 в образце, обычно у катода, возникает небольшой участок сильного поля – «домен», дрейфующий от катода к аноду со скоростью ~107 см/сек и исчезающий на аноде. Затем у катода формируется новый домен, и процесс периодически повторяется. Моменту возникновения домена соответствует падение тока, текущего через образец. Моменту исчезновения домена у анода – восстановление прежней величины тока. Период колебаний тока приблизительно равен пролетному времени, т. е. времени, за которое домен дрейфует от катода к аноду. Эффект Ганна наблюдается главным образом в двухдолинных полупроводниках, зона проводимости которых состоит из одной нижней долины и одной или нескольких верхних долин. Для реализации этого явления эффективные массы и подвижности электронов в нижней долине  и верхних долинах должны сильно различаться. Электроны нижней долины должны иметь высокую подвижность, малую эффективную массу и низкую плотность состояний. В верхних побочных долинах электроны должны иметь низкую подвижность, большую эффективную массу и высокую плотность состояний. 

     Если напряженность поля в образце мала, то все электроны находятся в нижней долине зоны проводимости (в центре зоны Бриллюэна). С ростом электрического поля возрастает скорость дрейфа электронов. На длине свободного пробега электроны приобретают дополнительную энергию: 
[image: image823.wmf].
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 Когда напряженность поля достигает порогового значения, появляются электроны, способные переходить в верхнюю долину зоны проводимости. Дальнейшее увеличение поля приводит к росту концентрации электронов в верхней долине. Переход из нижней долины в верхнюю сопровождается значительным ростом эффективной массы и уменьшением подвижности, что ведет к уменьшению скорости дрейфа. При этом на вольт-амперной характеристике образца появляется участок с отрицательным дифференциальным сопротивлением (ОДС). 

Нетрудно показать, что отрицательное дифференциальное сопротивление и служит причиной изменения знака избыточного производства энтропии. В качестве иллюстрации рассмотрим задачу, в которой анализируется модельная система, с вольт-амперной характеристикой, похожей на изображенную на рис. 4.3.
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 Рис. 4.3. Вольт-амперная характеристика в диоде Ганна: 
[image: image825.wmf]-

E

 напряженность  электрического поля, создаваемая приложенной разностью потенциалов; 
[image: image826.wmf]-
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 плотность тока

Задача
 В некотором полупроводнике имеется две зоны проводимости с разными подвижностями электронов 
[image: image827.wmf]1
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 и 
[image: image828.wmf]2
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. Под действием электрического поля электроны могут переходить из первой зоны во вторую. Концентрация электронов в первой зоне зависит от напряженности электрического поля по закону 
[image: image829.wmf]2
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, где 
[image: image830.wmf]-
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полная концентрация электронов. Используя представление об избыточном производстве энтропии, найти условие устойчивости стационарного тока. При каком минимальном отношении 
[image: image831.wmf]2
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 возможно нарушение устойчивости? Температуру считать постоянной.

    
    Решение

    Плотность тока связана с подвижностью соотношением 
[image: image832.wmf],
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 где 
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 концентрация носителей заряда. В рассматриваемом случае 
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причем 
[image: image835.wmf].
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Избыточное производство энтропии определяется соотношением
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где 
[image: image837.wmf]-
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флуктуация (отклонение от стационара) плотности тока, а 
[image: image838.wmf]-
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 флуктуация напряженности поля.

    
    Граница устойчивости –  это обращение в нуль избыточного 
производства энтропии: 
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Вычислим 
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Поскольку в системе выполняется условие 

[image: image843.wmf](
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Таким образом, граница устойчивости определяется из уравнения


[image: image845.wmf].
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Обозначим 
[image: image846.wmf]x
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 и получим квадратное уравнение
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Решение этого уравнения записывается в виде
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Условие существования действительного положительного решения 
[image: image849.wmf]9
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. Из этого условия определим критическую напряженность электрического поля: 
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     Ответ: условие устойчивости 
[image: image851.wmf].
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     Однако нарушение устойчивости стационарных состояний приводит и к разрушению структур. Классическими примерами разрушения структур можно считать тепловой взрыв и пробой диэлектрика. В качестве иллюстрации рассмотрим следующую задачу.
    Задача

     Найти условие пробоя диэлектрика, проводимость которого растет с температурой по линейному закону: 
[image: image852.wmf](
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[image: image853.wmf]-
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 температура диэлектрика, 
[image: image854.wmf]-

0

T

 температура окружающей среды. Перенос тепла от диэлектрика характеризуется коэффициентом теплоотдачи 
[image: image855.wmf]a

, т. е. плотность потока тепла равна 
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. Объем диэлектрика 
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 площадь поверхности 
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    Решение 

    Производство энтропии в такой системе равно
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Избыточное производство записывается в виде 
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Граница между устойчивым и неустойчивым состоянием системы есть 
[image: image861.wmf]0
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. Тогда условие пробоя можно записать так:
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     4.4. Необходимое  условие  возникновения       неустойчивости в химических реакциях

     Очень важно связать условие термодинамической устойчивости химической системы с кинетикой химических реакций. Рассмотрим сначала мономолекулярную реакцию
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с константами 
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 и 
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. В этом случае имеем
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(для упрощения концентрации обозначены теми же буквами, что и сами вещества). При постоянной температуре  и постоянной концентрации вещества 
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 имеем 
                    
[image: image868.wmf](

)

.

0

,

,

2

1

1

>

=

=

=

=

Z

Z

Rk

T

A

w

P

Z

Z

RT

A

Z

k

w

X

d

d

d

d

d

d

d

d



   (4.26)

Видно, что избыточное производство энтропии –  величина все время положительная, и термодинамическая ветвь является устойчивой при всех значениях концентраций 
[image: image869.wmf].
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     Рассмотрим теперь автокаталитическую реакцию
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с константами 
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. В этом случае имеем
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При постоянной температуре  и постоянной концентрации 
[image: image874.wmf]N
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Отсюда видно, что при
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избыточное производство энтропии 
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 положительно, и система устойчива. Если же
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то избыточное производство энтропии меняет знак, и система может потерять устойчивость. Таким образом, автокаталитическая реакция может дестабилизировать систему. Естественно, что отдельная реакция (4.27) не может породить неустойчивость  и образовать диссипативную структуру, поскольку в ней всегда со временем устанавливается равновесие. Однако автокаталитическая реакция может входить в совокупность реакций, протекающих в открытой системе, и в этом случае возможно появление неустойчивости.

     Задачи
      4.1. В открытой химической системе идут следующие реакции:
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     Концентрации веществ 
[image: image882.wmf]A

 и 
[image: image883.wmf]B

 в системе поддерживаются постоянными. Реакции (1) и (3) являются необратимыми с константами 
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  и 
[image: image885.wmf]3

k

. Реакция (2) обратима, константа прямой реакции 
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k

, обратной 
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[image: image888.wmf]2
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. Вычислить избыточное производство энтропии в системе, показать, что система устойчива.

4.2. В некотором полупроводнике имеются две зоны проводимости с разными подвижностями электронов 
[image: image889.wmf]1
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 и 
[image: image890.wmf]2
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. Под действием электрического поля электроны могут переходить из первой зоны во вторую. Концентрация электронов в первой зоне зависит от напряженности электрического поля по закону 
[image: image891.wmf]k

E

n

n

a

+

=

1

1

0

1

, где 
[image: image892.wmf]-

0

n

 полная концентрация электронов (при отсутствии электрического поля все электроны находятся в первой зоне). Используя представление об избыточном производстве энтропии, найти условие устойчивости стационарного тока. При какой величине 
[image: image893.wmf]k

 возможно нарушение устойчивости? При каком минимальном отношении 
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 возможно нарушение устойчивости? Температуру считать постоянной.

 § 5. МОДЕЛИ    БИФУРКАЦИОННЫХ    ПЕРЕХОДОВ              В ОТКРЫТЫХ ХИМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
5.1. Модель Шлегля 

Рассмотрим следующие реакции в открытой системе:
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Константы прямых реакций обозначим как 
[image: image896.wmf]1
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 и 
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, а обратных - как  
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. Полная реакция имеет вид:
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      (5.2)

т. е. исходное вещество  
[image: image901.wmf]A

 превращается в конечный продукт 
[image: image902.wmf]B

 через промежуточный продукт 
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 катализирующий свое собственное образование.  Концентрации веществ 
[image: image904.wmf]A

 и 
[image: image905.wmf]В

 в системе поддерживаются постоянными.

Скорости и сродства этих реакций равны
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(Концентрации веществ мы для простоты обозначаем теми же буквами, что и сами вещества.)

Кинетическое уравнение, описывающее изменение концентрации промежуточного вещества, имеет вид 
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      (5.4)

У этого уравнения есть равновесное решение, если выполнены условия для одновременного равновесия в первой и второй реакции:
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     (5.5)

Если константы всех скоростей постоянны и определяются только механизмом реакции, то равенства (5.5) можно рассматривать как условие на отношение концентраций 
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Если только 
[image: image912.wmf]eq
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, то сродство полной реакции (5.2) не обращается в нуль,  и система будет находиться в неравновесных условиях.  Нетрудно видеть, что стационарное решение уравнения (5.4) удовлетворяет кубическому уравнению
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     (5.7)

в котором приняты следующие обозначения:
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(Отметим, что в условиях равновесия 
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     Решения уравнения (5.7) можно записать в виде
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Известно, что характер корней этого уравнения зависит от знака выражения 
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, то уравнение имеет один действительный корень и два комплексно-сопряженных корня. Если 
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 то все три корня действительны. Эти два режима разделены в пространстве параметров 
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Нетрудно проверить, что для равновесного состояния условие 
[image: image925.wmf]0
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 выполняется. Действительно, для этого состояния имеем неравенство
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Таким образом, единственное действительное решение уравнения (5.7) следует отождествить с термодинамической ветвью.

     Равенство (5.10) можно представить через параметры 
[image: image927.wmf]b

a

,

 и 
[image: image928.wmf]k

 в таком виде:
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Если обозначить  два корня этого уравнения как 
[image: image930.wmf]1

b

 и 
[image: image931.wmf]2
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, причем 
[image: image932.wmf]2
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, то для того, чтобы все три корня уравнения  (5.7) были действительны, необходимо выполнение условия
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Можно проверить, что это условие выполняется только вдали от равновесия.

     Вычислим избыточное производство энтропии для набора  реакций, описываемых уравнениями (5.1) в стационарном состоянии. Имеем:
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отсюда получаем
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Обращение в нуль избыточного производства энтропии соответствует нарушению устойчивости термодинамической ветви и переходу к новым решениям. Это условие через параметры 
[image: image937.wmf]a

 и 
[image: image938.wmf]k

 записывается так:

                         
[image: image939.wmf]0

2

3

0

2

0

=

+

-

k

aX

X

.


  (5.16)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что условие (5.16) эквивалентно условию (5.12). Проще всего это сделать, решив систему уравнений 
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Имеется четкая аналогия между рассмотренной картиной перехода от единственного решения в модели Шлегля к трем стационарным состояниям и вандерваальсовой теорией фазовых переходов. Для упрощения предположим, что 
[image: image942.wmf],
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 и представим уравнение (5.7) в виде
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     Кривые 
[image: image944.wmf])
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, представляющие эту зависимость, показаны на рис. 5.1. Три корня уравнения (5.18) совпадают при критическом значении 
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Видно, что три различных действительных и положительных значения корней 
[image: image947.wmf])
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Рис. 5.1. Бифуркационный переход  в автокаталитической реакции

     Изображение на рис. 5.1 сходно с классической диаграммой газ - жидкость, описываемой уравнением Ван-дер-Ваальса. При этом концентрация 
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 играет роль обратного объема, величина 
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 соответствует давлению 
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 а параметр 
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 можно отождествить с 
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Уравнение Ван-дер-Ваальса (разложенное в ряд по параметру 
[image: image960.wmf]b

) имеет вид
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В уравнении (5.21)  общепринятые параметры  Ван-дер-Ваальса обозначены  как  

 и 
[image: image962.wmf],

b

 поскольку параметры 
[image: image963.wmf]a

 и 
[image: image964.wmf]b

 использованы для других целей.
     Таким образом, в рассматриваемой автокаталитической системе Шлегля может происходить бифуркационный или неравновесный переход между двумя устойчивыми стационарными состояниями, подобный фазовому переходу первого рода. По этой причине его часто  называют неравновесным фазовым переходом первого рода. 

    5.2. Бифуркационные переходы в модели цепной реакции                           с вырожденным разветвлением

Процессы, в которых превращение исходных веществ в продукты реакции осуществляется путем регулярного чередования нескольких реакций с участием свободных радикалов, идущих с сохранением свободной валентности, называются цепными реакциями.

В некоторых цепных процессах могут иметь место стадии, идущие с увеличением числа активных центров. Например,  одной из элементарных стадий окисления водорода является реакция
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в  результате которой вместо одной свободной валентности у атома водорода образуется три свободных валентности: одна у свободного гидроксила и две у атома кислорода. Последующая реакция атома кислорода с молекулой водорода приводит к появлению двух одновалентных частиц:
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Таким образом, одна цепь разветвляется на  три, т. е. вместо одной активной частицы рождается три. Цепные реакции, в которых разветвление цепей происходит при участии активных центров, называются разветвленными цепными реакциями.

     В некоторых случаях образование свободных радикалов (инициирование цепей) происходит в результате превращений стабильных соединений. В этом случае говорят о вырожденном разветвлении цепей.

      По механизму цепных реакций с вырожденным разветвлением протекает окисление кислородом ряда углеводородов и родственных соединений. При окислении углеводородов цепная реакция осуществляется в результате чередования элементарных стадий продолжения цепи
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Образующаяся в реакции (5.24) гидроперекись обычно неустойчива и распадается по реакциям
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Объединяя реакции (5.24) и (5.25) в брутто-процесс, получим

                  
[image: image969.wmf].
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      Теперь сформулируем несколько упрощенную модель цепного процесса с вырожденным разветвлением. Выделим два типа промежуточных веществ: активные частицы (радикалы) и неустойчивые  соединения (типа гидроперекиси), которые распадаются на два одинаковых радикала. Запишем реакции в виде

                              
[image: image970.wmf],

2

,

X

Y

Y

A

X

®

®

+

 


  (5.27)

где  
[image: image971.wmf]-

X

 радикал, 
[image: image972.wmf]-

Y

 гидроперекись, 
[image: image973.wmf]-

A

 углеводород.

      Определим стационарные состояния при окислении углеводородов в открытой системе в рамках предложенной модели. Пусть сосуд объемом 
[image: image974.wmf]V

заполняется окисляющимся углеводородом в условиях насыщения кислородом. В систему со скоростью 
[image: image975.wmf]w

 непрерывно подается свежий углеводород в смеси с ингибитором с концентрацией 
[image: image976.wmf].
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 Концентрация ингибитора в этой задаче будет управляющим параметром процесса. Из сосуда непрерывно вытекает образующаяся смесь с той же скоростью. Дополним схему еще двумя реакциями 
[image: image977.wmf]-

 рекомбинацией радикалов и реакцией радикалов с ингибитором:
                            
[image: image978.wmf].
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Для упрощения вещества и их концентрации, как и раньше, обозначаем одними буквами.

     Скорости реакции (5.27) и (5.28) запишем в виде
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Кинетические уравнения для изменения концентраций веществ в системе имеют вид
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Здесь 
[image: image981.wmf]-
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 объемная скорость поступления вещества в систему. Предполагается, что концентрация углеводорода поддерживается постоянной, 
[image: image982.wmf]-
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 скорость образования радикалов в результате столкновения углеводородов друг с другом. 

     В стационарных условиях изменение концентраций равно нулю,
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      Решение системы уравнений (5.31) при стационарных условиях можно записать так:
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После подстановки 
[image: image985.wmf]Y

и 
[image: image986.wmf]I

в первое уравнение (5.32) получаем кубическое уравнение для определения стационарной концентрации радикалов
[image: image987.wmf].

X


     Как известно, кубическое уравнение в зависимости от параметров может иметь одно или три действительных решения. (Решение кубического уравнения обсуждалось в предыдущем параграфе.) Изменяя, например, концентрацию поступающего ингибитора, можно изменить ход протекания реакции. Количественные расчеты мы здесь проводить не будем, а ограничимся качественной интерпретацией результатов.

На рис. 5.2. изображен график зависимости стационарной концентрации радикала от концентрации ингибитора 
[image: image988.wmf].
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 При высоких концентрациях ингибитора процесс сильно подавлен, концентрация радикалов очень мала. Здесь возможно только одно стационарное состояние. 

[image: image989.png]I
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Рис. 5.2. Зависимость стационарной концентрации радикалов от    концентрации поступающего ингибитора
При концентрации ингибитора 
[image: image990.wmf],
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 напротив, процесс приобретает взрывной характер, концентрация радикалов на несколько порядков возрастает. В интервале 
[image: image991.wmf]2
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 в системе существует три стационарных состояния. Можно показать, что устойчивыми являются состояния с высокой и низкой концентрацией радикалов, состояние с промежуточной концентрацией неустойчиво.

При увеличении концентрации ингибитора концентрация радикалов сначала плавно уменьшается  (на рис. 5.2 движение идет по верхней кривой). При достижении концентрации ингибитора 
[image: image992.wmf]2

I

 система скачком переходит на нижнюю кривую – происходит бифуркационный переход. Если двигаться в обратном направлении от высоких концентраций ингибитора к низким,  то концентрация 

радикалов сначала плавно возрастает. При концентрации ингибитора, равной 
[image: image993.wmf],
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 концентрация радикалов скачком возрастает, как правило,  на несколько порядков. Обратим особое внимание на несовпадение прямого и обратного пути при изменении концентрации ингибитора. В системе имеет место гистерезис. По этой, в частности, причине бифуркационные переходы часто называют неравновесными фазовыми переходами.

     5.3. Брюсселятор. Предельный цикл

Рассмотрим совокупность химических реакций в открытой системе:
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Константы прямых реакций 
[image: image995.wmf],

i

k

 обратных 
[image: image996.wmf]-

 
[image: image997.wmf]i

k

-

 
[image: image998.wmf]=

i

(

1, 2, 3, 4). Концентрации веществ 
[image: image999.wmf],

A



 EMBED Equation.3  [image: image1000.wmf],

B



 EMBED Equation.3  [image: image1001.wmf]D

 и 
[image: image1002.wmf]E

 в системе поддерживаются постоянными.

Данная модель была предложена Лефевром и Пригожиным и сыграла важную роль в изучении кооперативных эффектов в неравновесной химической термодинамике. Сначала она называлась тримолекулярной моделью, позднее ее стали называть брюсселятором. Здесь мы рассмотрим только упрощенный вариант этой модели, когда константы всех прямых реакций одинаковы и равны 
[image: image1003.wmf]k

, а константы всех обратных реакций равны нулю. Кроме этого, в рассмотрение не включены диффузионные процессы, которые часто принимаются во внимание при изучении свойств этой модели.

Скорости и сродства реакций запишем в виде
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[image: image1006.wmf]X
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Кинетические уравнения, описывающие изменение концентраций промежуточных веществ 
[image: image1008.wmf]X

 и 
[image: image1009.wmf],

Y

 имеют вид
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Система уравнений (5.35) имеет единственное стационарное решение:
                            
[image: image1011.wmf].
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Далее мы поступим точно так же, как и при изучении модели Лотки 
[image: image1012.wmf]-

 Вольтерра.  В окрестности стационарного состояния решения 
[image: image1013.wmf])
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Подставляя решения (5.37) в кинетические уравнения (5.35) и ограничиваясь линейным приближением по отклонениям, получаем

                         
[image: image1016.wmf](
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Характеристическое уравнение для нахождения 

 записывается следующим образом: 

                    
[image: image1017.wmf](
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Корни этого уравнения равны

               
[image: image1018.wmf](
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Видно, что при условии 
[image: image1019.wmf]2
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 собственные значения 
[image: image1020.wmf]l

 либо положительны, либо имеют положительные действительные части, поэтому стационарное решение неустойчиво. Естественно, что при 
[image: image1021.wmf]2
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 стационарное решение, напротив, устойчиво.

     Если стационарное решение устойчиво, то все траектории на плоскости 
[image: image1022.wmf]XY

 из некоторой окрестности этой особой точки 
[image: image1023.wmf]0
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 «притягиваются» к нему. В случае же неустойчивого решения все траектории уходят из его окрестности. Естественно, что возникает вопрос о том, куда они уходят. Они могут, например, «притягиваться» другим стационарным решением. Другая возможность заключается в том, что все траектории уходят на бесконечность (по крайней мере, тогда, когда стационарное состояние единственно). Подобным свойством обладают так называемые взрывные системы, в которых обычно не ставится условие на ограниченность энергии системы (см. задачу из следующего раздела, посвященную тепловому взрыву). Здесь же мы будем предполагать, что  энергия и масса системы ограничены. Таким образом, рассматриваемые траектории должны уходить от стационарного решения, но должны оставаться в конечной области пространства. Другое существенное свойство траекторий 
[image: image1024.wmf]-

 это то, что они не должны пересекаться, что следует из единственности решения всюду, кроме особых точек. На плоскости 
[image: image1025.wmf]XY

 единственная топологически допустимая возможность для этих решений 
[image: image1026.wmf]-

 это замкнутые кривые. Такого типа замкнутые кривые получили название предельных циклов.

Итак, при неустойчивости стационарного решения в брюсселяторе возникнут колебания типа предельного цикла, т. е. образуется временная диссипативная структура. 

Качественный  вид   возникающих   колебаний  изображен на рис. 5.3.  Видно, что колебания имеют острый релаксационный характер. Качественная фазовая траектория брюсселятора изображена на рис. 5.4. Предельный цикл здесь имеет форму, близкую к треугольнику. Построение фазовой траектории требует решения системы нелинейных уравнений (5.35). Это можно сделать только численно.

Покажем, что полученное кинетическое условие нарушения устойчивости стационарного состояния 
[image: image1027.wmf]2
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 соответствует термодинамическому условию нарушения устойчивости 
[image: image1028.wmf]-

  обращению в нуль избыточного производства энтропии. Для этого  
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     Рис. 5.3. Зависимость концентрации X от времени для            брюсселятора
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    Рис. 5.4.  Фазовая траектория для брюсселятора

вычислим избыточное производство для совокупности реакций (5.33) по отношению к стационарному состоянию. Из системы уравнений (5.34) получаем
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)

(

)

.

2

0

2

0

0

2

0

0

0

4

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

´

´

=

=

å

=

X

X

X

X

Y

Y

X

B

Y

X

X

Y

X

kRT

A

w

P

i

i

i

X

d

d

d

d

d

d

d

d

d


   (5.41)
Подставляя стационарное решение (5.36) в формулу (5.41), находим
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Однако непосредственное использование формулы (5.42) для установления термодинамического критерия устойчивости не годится, так как для рассматриваемой задачи 
[image: image1033.wmf]X
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 и 
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 представляют собой комплексные числа, а величина 
[image: image1035.wmf]P
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 должна быть действительной. Можно показать, что при использовании комплексных переменных избыточное производство энтропии записывается в виде
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При этом вместо формулы (5.42) получается выражение

         
[image: image1037.wmf](
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Приращения 
[image: image1038.wmf]X
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 и 
[image: image1039.wmf]Y
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 связаны между собой соотношением
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где 
[image: image1041.wmf]l

 определяется формулой (5.40). Выражая 
[image: image1042.wmf]Y
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 через 
[image: image1043.wmf]X

d

 и подставляя в формулу (5.44), получим
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)

.

Re

)

1

(

2

)

1

(

2

2

2

*

-

+

+

-

-

=

X

X

B

k

B

k

kAB

RT

P

X

d

d

l

l

d

         (5.46)

Обращение в нуль 
[image: image1045.wmf]P
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 немедленно приводит к условию

                             
[image: image1046.wmf].
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     Таким образом, кинетическое условие нарушения устойчивости совпадает с термодинамическим условием.

5.4. Тепловой взрыв
Задача 

     В шаре радиусом 
[image: image1047.wmf]R

 распределены источники тепла с объемной  интенсивностью, равной 
[image: image1048.wmf](
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 и 
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 постоянные. Поверхность шара поддерживается при постоянной температуре 
[image: image1051.wmf]0

T

. При каком условии возможно установление стационарного распределения температуры в шаре? При нарушении этого условия происходит тепловой взрыв.  Коэффициент теплопроводности вещества равен 
[image: image1052.wmf].
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         Решение

     В стационарных условиях уравнение теплопроводности можно записать в виде

[image: image1053.wmf](
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Введем безразмерные переменные и параметр 
[image: image1054.wmf]:
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После подстановки уравнение теплопроводности можно преобразовать к виду


[image: image1056.wmf].
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Ищем решение этого уравнения в виде 
[image: image1057.wmf]x
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. После подстановки получаем простое уравнение: 
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 Общее решение его известно:
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Для того, чтобы функция 
[image: image1060.wmf]q

 в нуле не расходилась, следует выбрать 
[image: image1061.wmf].
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 В результате получим следующее решение:
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Коэффициент 
[image: image1063.wmf]1
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определяется из граничного условия 
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Стационарное решение существует, если 
[image: image1066.wmf].
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 Если 
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 то стационарного решения существует и  происходит тепловой взрыв.  Таким образом, условие существования стационарного состояния есть 
[image: image1068.wmf].
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     5.5. Условия возникновения диссипативных структур

Сформулируем качественные свойства, которыми должна обладать химическая система для появления неустойчивости термодинамической ветви и возникновения в ней диссипативных структур.

  1. Система должна быть открытой.

  2. Система должна описываться нелинейными уравнениями. Само по себе это, конечно, не гарантирует нарушения устойчивости, но необходимо, например, для существования нескольких стационарных решений. Вообще говоря, только учет нелинейности может приводить к качественно новому поведению системы.

   3. Система должна находиться достаточно далеко от состояния термодинамического равновесия.

  4. Компонент 
[image: image1069.wmf],

X

 концентрация которого проявляет неустойчивость, должен быть промежуточным.

  5. Полная реакция должна включать автокаталитическую стадию.

 
     Отметим, что сформулированные условия относятся к разбавленным растворам. Можно показать, что для неидеальных растворов неустойчивости гораздо более типичны, и условия нарушения устойчивости для них часто могут быть более мягкими.

Задачи

     5.1. Рассмотреть совокупность следующих необратимых химических реакций (такая модель называется орегонатором):
                         
[image: image1070.wmf].
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Концентрация вещества 
[image: image1071.wmf]М

 в системе поддерживается постоянной. Константы скоростей прямых реакций 
[image: image1072.wmf]i

k

 (
[image: image1073.wmf]=
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1, …5) заданы. 

А. Предполагая, что константы скоростей рассматриваемых реакций одинаковы, показать, что стационарное состояние является устойчивым.

Б. Предполагая, что 
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 определить условия нарушения устойчивости стационарного состояния.

     5.2. Рассмотреть совокупность необратимых реакций (5.33) (брюссселятор). Пусть вторая реакция в системе является реакцией между радикалами и константа ее скорости зависит от индукции 
[image: image1077.wmf]0
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 внешнего магнитного поля по закону
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где 
[image: image1079.wmf]a
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. Предполагая, что константы всех других прямых реакций в системе одинаковы и равны 
[image: image1080.wmf],

k

 а концентрации веществ 
[image: image1081.wmf]A

 и 
[image: image1082.wmf],
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 которые поддерживаются постоянными, связаны соотношением 
[image: image1083.wmf]k
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, найти, при какой индукции магнитного поля система потеряет устойчивость и возникнет диссипативная структура. При каком условии это возможно?

§ 6. РЕАКЦИЯ БЕЛОУСОВА 
[image: image1084.wmf]-

 ЖАБОТИНСКОГО
6.1. Введение
Классические осциллирующие системы в органической химии в настоящее время известны под общим названием как реакции Белоусова 
[image: image1085.wmf]-

 Жаботинского. Типичный пример процесса 
[image: image1086.wmf]-

 это окисление в растворе малоновой кислоты 
[image: image1087.wmf](
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 в присутствии сульфата церия и бромата калия. Характерной особенностью этого процесса является наличие временных колебаний в концентрациях 
[image: image1088.wmf]+
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 и 
[image: image1089.wmf]+
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. Причем такие колебания хорошо наблюдаемы, так как ионы 
[image: image1090.wmf]+
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 окрашивают раствор в красный цвет, а ионы 
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[image: image1092.wmf]-

 в синий.

Наиболее важны три стадии реакции.
    1. Окисление малоновой кислоты:
              
[image: image1093.wmf].
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                 (6.1)

    2. Окисление ионов церия:
                      
[image: image1094.wmf].
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     (6.2)

     3. Превращение малоновой кислоты в броммалоновую (а затем в диброммалоновую):
             
[image: image1095.wmf].
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     (6.3)

     В течение периода индукции реакция (6.2) протекает с той же скоростью, что и реакция (6.1), т. е. превращение   
[image: image1096.wmf]+
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 в реакции (6.2) компенсируется превращением 
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 в реакции (6.1), так что концентрация 
[image: image1098.wmf]+
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 остается постоянной. Одновременно в реакции (6.2) образуется бром и реагирует с малоновой кислотой по реакции (6.3), давая броммалоновую и диброммалоновую кислоты. Диброммалоновая кислота соединяется а комплекс с 
[image: image1099.wmf],

3

+

Ce

т. е. действует как ингибитор реакции (6.2). Когда накопившийся ингибитор подавляет реакцию, концентрация 
[image: image1100.wmf]+
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 падает, так как на реакцию (6.1) ингибитор не действует. Однако ингибирующий реакцию комплекс неустойчив и быстро разлагается. В результате реакция (6.2) начинается снова. Этот цикл повторяется до тех пор, пока не израсходуются все реагенты, т. е. пока система далека от термодинамического равновесия.

     Экспериментально было проверено, что при одних и тех же условиях колебания полностью воспроизводятся по амплитуде, форме и частоте.

     В реакции Белоусова 
[image: image1101.wmf]-

 Жаботинского экспериментально наблюдались пространственные осцилляции (автоволны). Экспериментальные условия были такими же, как и те, при которых наблюдались временные осцилляции (автоколебания). После подготовки гомогенного раствора в системе сначала возникали временные осцилляции, период которых зависел от исходных концентраций и температуры и составлял несколько минут. Осцилляции не появлялись во всем растворе одновременно: они начинались в каком-то одном месте, а затем распространялись по всем направлениям с различными скоростями. После некоторого числа осцилляций в растворе возникала концентрационная неоднородность, состоящая из чередующихся красных и синих полос. В процессе установления структуры с чередующимися слоями временные осцилляции наблюдались в той части раствора, где эта структура еще не установилась. Поскольку реакция проводилась не в открытой системе, а в замкнутой, то осцилляции существовали примерно в пределах часа.

     В настоящее время известно немало реакций с колебательными режимами. Например, реакция Бриггса 
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 Раушера. В этой окислительной реакции участвуют перекись водорода, малоновая кислота, 
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 При определенных условиях здесь существует два колебательных режима с различными частотами, при этом система периодически переходит с одного режима колебаний на другой.

Обнаружены колебания в гетерогенных каталитических реакциях. Например, реакция окисления окиси углерода на платине, окисление водорода на никеле и т. д. Первые эксперименты, в которых были обнаружены химические колебания, относятся еще к девятнадцатому веку. Особенно много колебательных режимов известно в биохимических реакциях. Сюда относятся хорошо изученные процессы гликолиза 
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 анаэробного превращения шестичленных сахаров в трикарбоновые кислоты, сопровождающиеся синтезом АТФ. Фотосинтез испытывает периодические колебания интенсивности и т. д. Однако подробное рассмотрение этих сложных процессов выходит за рамки нашего курса.  

История реакции Белоусова 
[image: image1107.wmf]-

Жаботинского очень поучительна. Несмотря на то,  что она подробно изложена в литературе, повторим ее основные моменты. В 1952 г. А. Тьюринг пытался теоретически решить задачу:  могут ли в реакторе в условиях химической реакции образовываться устойчивые конфигурации промежуточных продуктов? Была построена модель процесса 
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 ответ оказался положительный. Однако должного значения этой работе тогда никто не придал. Хотя годом раньше  в Москве  в редакцию одного химического журнала пришел немолодой человек и положил на стол редактору короткую статью под  названием «Периодически действующая реакция и ее механизм». Название статьи указывало на то, что ее автор, по-видимому,  один из тех чудаков, что и сегодня подчас являются к редакторам с очередной идеей вечного двигателя или опровержением теории относительности. Автора звали Борис Павлович Белоусов, он был прекрасным химиком-экспериментатором, заведовал тогда лабораторией Института биофизики Министерства здравоохранения. Статья была отклонена редакцией с вежливым объяснением, что реакция, которую описывает автор, невозможна по той простой причине, известной и школьникам, что химические реакции протекают единственно возможным путем, а именно 
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 необратимо  (в те годы это казалось абсолютно непреложным). Препятствием к публикации было и то, что автор не мог теоретически объяснить механизм реакции. Белоусову удалось опубликовать только в 1959 г. лишь краткое сообщение в реферативном сборнике. А на объяснение механизма реакции потребовалось двадцать лет работы специалистов разных стран. В 1980 г. за работы по исследованию реакций Белоусова группе ученых, и самому автору, правда посмертно (Белоусов умер в 1970 г.), была присуждена Ленинская премия. Работа была  продолжена его учениками. Наибольший вклад в  исследование внес А. М. Жаботинский, так что реакции часто называют двумя именами: Белоусова — Жаботинского (БЖ).  Жаботинским, который занялся подробным изучением механизма реакции, было  показано, что автоколебательная реакция может осуществляться и в том случае, когда лимонная кислота (первоначально Белоусов использовал лимонную кислоту) заменена любой другой дикарбоновой кислотой с активной метиленовой группировкой, а каталитическая редокс-пара 
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(

/

)

(

III

Ce

IV

Ce

 заменена парой 
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 или, как уже использовалось Белоусовым, парой ферроин/ферриин. Наиболее зрелищно выглядит  система, если использовать малоновую кислоту, а вместо ионов церия ионы железа. Тогда раствор в колбе может часами со строгой периодичностью изменять цвет во всем видимом диапазоне от рубиново-красного до небесно-голубого. В 1974 году А.Т. Уинфри были открыты пространственно-временные структуры в неперемешиваемой системе БЖ, возникающие и существующие в виде различных двухмерных и трехмерных пространственных рисунков (например, концентрических колец, спиралей, волновых фронтов, рис. 6.1.). 
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Рис. 6.1. Пространственные структуры в реакции БЖ
     С тех пор интерес к системам без перемешивания постоянно растет и в последнее время в большой мере остается не только чисто фундаментальным, но и указывает на перспективность прикладных исследований в данном направлении. Так, все больший удельный вес приобретают исследования прикладной направленности, например, в области моделирования альтернативных средств обработки информации (в частности, анализ сложных мозаик с градацией яркости объектов). Еще одним новым направлением прикладных исследований является изучение особенностей полимеризации в среде Белоусова 
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 Жаботинского или сходных с ней (уже упоминавшаяся реакция Бриггса 
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 Раушера,  реакция Брея 
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 Либавски и др.). Сложной пространственно-временной организации, проявляемой системой БЖ в отсутствие перемешивания, со временем нашлись аналогии в природе, в биологических системах (например, изучение фибрилляции сердечной мышцы с точки зрения рассмотрения миокарда как самоорганизующейся биологической системы). Это оказало значительное влияние на развитие синергетики и представления о поведении различных сложных систем. Следующие разделы посвящены подробному анализу реакции Белоусова-Жаботинского.
         6.2. Диссипативные структуры и автоволны

      Возникновение упорядоченных структур в однородной среде — одна из фундаментальных научных проблем, волнующая и простого читателя, и научную общественность. Эволюционное  развитие мира, первоначальное образование макромолекул и зарождение жизни — лишь некоторые из вечных вопросов науки. В открытых неравновесных системах выделяются два типа упорядоченного поведения: диссипативные структуры, которые образуются и сохраняются благодаря потоку энергии, проходящей через систему; автоволны, возникающие в пространстве с локальными источниками автоколебаний 
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 незатухающих колебаний, характерных для нелинейных динамических систем. Диссипативные структуры 
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 это структуры, спонтанно возникающей в открытых сильно неравновесных системах.  Примеры таких структур уже упоминались нами ранее. Это такие   явления, как образование гексагональной  структуры в подогреваемой снизу жидкости (ячейки Бенара), «химические часы»  (реакция Белоусова — Жаботинского), Переход ламинарного течения в турбулентное, диод Ганна, «бьющееся ртутное сердце», фотохимические системы и др. 
     В популярной книге И. Пригожина и И. Стенгерс «Порядок из хаоса» процесс возникновения диссипативных структур образно объясняется следующим образом. Пока система находится в состоянии термодинамического равновесия, ее элементы (например,  молекулы газа) ведут себя независимо друг от друга, как бы в состоянии  гипнотического сна. В силу независимого поведения такие элементы неспособны к образованию упорядоченных структур. Но если эта система под воздействием сильных взаимодействий с окружающей средой переходит в неравновесное «возбужденное» состояние, ситуация меняется. Элементы такой системы «просыпаются от сна» и начинают действовать согласованно. Между ними возникают корреляции, когерентное взаимодействие. В результате и возникает то, что Пригожин называет диссипативной структурой. После своего возникновения такая структура не теряет резонансного возбуждения, которое ее и порождает, и одним из самых удивительных свойств такой структуры является ее повышенная «чувствительность» к внешним воздействиям. Изменения во внешней среде оказываются факторами генерации и отбора различных структурных конфигураций. Можно считать, что материальная система такого типа включается в процесс  структурогенеза  или  самоорганизации.  Если предполагать, что именно неравновесные состояния  систем являются  наиболее  естественными  состояниями  в  реальном  мире, то  естественным  оказывается  и  стремление  к  самоорганизации как  имманентное свойство неравновесных процессов.                                            Автоволновые процессы сопровождают нас повсюду. Это и передача информации в живом организме, и сокращение сердечной мышцы, и начальные этапы морфогенеза у некоторых простых организмов, и процессы активации катализаторов, и многое другое. Автоволны имеют ряд особенностей, выгодно отличающих их от обычных волн. Они сохраняют постоянными такие свои характеристики, как период, длина волны, амплитуда и фаза, вернее, характеристики эти зависят только от свойств самой среды, но не от начальных условий. Определяющим оказывается сам процесс распространения автоволн.  Основным отличием автоволн, возбуждаемых в активных средах, от волн, например, на поверхности воды является отсутствие у первых  интерференции. Они также не отражаются от стенок и других препятствий. При встрече двух автоволн они не проходят друг через друга, но взаимно гасятся. Автоволны могут возникать за счет неоднородности среды: наличия частичек пыли или концентрационных флуктуаций в растворе. Примеры автоволн показаны на рис. 6.2.
      6.3. Методы и схемы описания реакции Белоусова  
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        Жаботинского
      Не вдаваясь пока в детали этой сложной химической реакции, тем более что они еще не до конца ясны, отметим основные моменты, без которых описанный колебательный процесс был бы невозможен. Во-первых, кооперативное поведение молекул в растворе не возможно без обратной связи. Смысл последней можно понять на примере взаимодействия зайцев и рысей (уже упоминавшаяся модель Лотки 
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Вольтерра): увеличение числа особей хищника ведет к уменьшению популяции жертв и наоборот. Наличие такой обратной связи обеспечивает устойчивое существование экосистемы. В аллегорической форме можно описать колебательные химические реакции также в терминах хищник-жертва. Роль “хищников” выполняют промежуточные продукты, которые замедляют или совсем блокируют отдельные стадии процесса – ингибиторы. Роль “жертв” выполняют катализаторы, которые ускоряют ход реакции. Хотя, как известно, сами молекулы катализатора Fе (или Се) не расходуются в реакции, но соотношение концентраций ионов [Fе2+]/[Fе3+] (или [Cе3+]/[Cе4+]),  как показали исследования,  претерпевает сложную эволюцию. Несомненно, это весьма упрощенная схема, но она позволяет в общих чертах представить молекулярный механизм обратной связи в растворе. Во-вторых, колебательный процесс невозможен без источника энергии, роль которого в биологической модели Лотки 
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 Вольтерра выполняла фауна (зайцы), поедаемая хищниками. 
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            Рис. 6.2. Автоволны в реакции БЖ
        Очевидно, что ни о каких колебаниях и тем более устойчивости цикла хищник-жертва не может быть и речи, если в заповеднике забетонировать всю территорию – рыси съедят зайцев и потом  вымрут. В реакции Белоусова 
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 Жаботинского источником энергии служит органическая малоновая или лимонная кислота. Действительно, при ее полном окислении колебания в реакции затухают, да и сама реакция прекращается. На  рис.  6.2 приведена та же реакция, но в тонком слое жидкости, налитой в чашку Петри при высокой и низкой концентрации малоновой кислоты. Видно, что реакция протекает совсем не так просто и равномерно во всем объеме, как могло показаться из предыдущего примера. 
    Обычно на различных участках поверхности одновременно возбуждается несколько центров, от которых расходятся концентрические круги или спирали со скоростью порядка несколько  миллиметров   в  секунду. Частоты колебаний автоволн, т. е. частоты испускания очередного круга, возникающего у разных центров, могут довольно сильно различаться. Поскольку при столкновении автоволн происходит их аннигиляция, то «выживут» в этой борьбе за окружающую среду только самые быстрые, т. е. те центры, которые чаще пульсируют. 
В задаче Лотки 
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 Вольтерра сначала была построена математическая модель, затем ее применили для описания экологического сообщества. Здесь же мы имеем обратную ситуацию – есть эксперимент Белоусова, необходимо составить его математическую модель. Мы уже подробно  рассматривали одну из моделей, где возникают колебания – это брюсселятор. Ниже  приведена еще одна из возможных математических моделей 
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 модель Баутини колебательной химической реакции: 
                          
[image: image1126.wmf].
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   (6.4)
Мы не будем заниматься ее подробным анализом, отметим лишь, что система содержит члены с кубической нелинейностью, следовательно, включает тройные столкновения молекул. Напомним, что в модели брюсселятора также были тройные столкновения, по этой причине брюсселятор иногда называют тримолекулярной моделью. В отличие от брюсселятора, число стационарных состояний в модели Баутини может быть от одного до трех, в зависимости от параметров кубической параболы. Следует обратить внимание на то, что при образовании регулярных структур – колец и спиралей  
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 молекулы их формирующие, «не прибегают» из объема для формирования структур. Причина их образования в том, что химические реакции, т. е. молекулярные взаимодействия, приводящие к соответствующему упорядочению, могут происходить только в данных пространственных зонах.  Далее  прореагировавшие молекулы покидают эти зоны за счет диффузии и освобождают место для повторного цикла реакций.
Следующая схема для описания реакции БЖ, соответствующая системе трех обыкновенных дифференциаль​ных уравнений 
[image: image1128.wmf]-

 модель Филда, Кереса и Нойеса, была  названа орегонатором (по аналогии с брюсселятором). Механизм, предлагаемый этой моделью,  грубо делит реакцию на две стадии: стадию с высокой концентрацией бромида и стадию с низкой концен​трацией бромида. 
Филд, Керес и Нойес промоделировали  реакцию Белоусова- Жаботинского последовательностью пяти изотерми​ческих необратимых реакций:
1) 
[image: image1129.wmf]X

Y

A

®

+

 (бромат с бромидом дают бромистую кислоту);
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(бромид потребляет бромистую кислоту, уменьшая ее концентрацию);

3) 
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     Концентрации веществ 
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 в системе поддерживаются  постоянными, что удерживает ее вдали от равновесия. Константы скоростей прямых реакций 
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     Стационарные состояния системы определяются следующими выражениями (для упрощения предполагаем стехиометрический коэффициент 
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     (6.6)

Условие устойчивости стационарного состояния записывается в виде 
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При этом использованы обозначения:
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   (6.8)

     Система дифференциальных уравнений была численно решена, и в соответствующих областях пространства параметров удалось обнаружить предельные циклы и автоколебательные режимы, очень напоминающие те, которые были обнаружены в реакции БЖ экспериментально. Некоторые из этих расчетов приведены на рис. 6.3.
[image: image1152.png]B0, 4
+030 2

0
IgfBi}s 2
50 0
4:

IgCelV (1)

a)

S

0

W Rl O W@ o

)




Рис. 6.3. а)  расчетные кривые для концентраций НВrO2, 
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     Однако, в литературе встречается мнение, что модель орегонатора не более, чем карикатура на реальные процессы реакции БЖ. 

     С учетом диффузии (для упрощения рассматривается только одномерная диффузия) соответствующие  кинетические уравнения имеют следующий вид: 
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      (6.9)
Обычно эту систему сначала обезразмеривают, а затем численно решают.  
    В системе Белоусова в ходе колебаний реакция окисления церия (Ce3+) броматом калия (стадия I) чередуется с реакцией его восстановления (Ce4+) малоновой кислотой (стадия II). Переключателем, обеспечивающим смену реакций, служит концентрация бромид-иона (Br–). Исследование кинетики и стехиометрии автокаталитической стадии I позволили создать первую кинетическую схему реакции, в которой период индукции (лаг-фаза) в значительной мере зависит от равновесной концентрации Br– — сильного ингибитора стадии I. Источником Br– служат бромпроизводные малоновой кислоты. Стадия II индуцирует разложение бромпроизводных малоновой и уксусной кислот, с выделением Br–. Форма колебаний в закрытой системе определялась начальными концентрациями реагентов. Были зарегистрированы как квазигармонические, так и релаксационные колебания. Ранее реакцию Белоусова проводили в закрытом реакционном сосуде, поэтому из-за расходования реагентов (бромата и малоновой кислоты) колебания затухали. Затем в проточном реакторе непрерывного перемешивания получили незатухающие колебания,
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           Рис. 6.4. Релаксационные колебания

что позволило изучать тонкие стороны механизма автоколебаний, в частности зависимость периода и амплитуды колебаний от интенсивности ультрафиолетового излучения. В таком реакторе был зарегистрирован и режим прерывистой генерации.

     При автоколебаниях концентрации церия возможна  принудительная смена стадий I и II, вызываемая добавкой Br–, Ag+ и Ce4+. В системе имеется некоторая концентрация Ce4+. На стадии II образуется Br–, который после взаимодействия с активными частицами реакции окисления Ce3+ исчезает из системы. При достаточно большой концентрации Br– окисление полностью заторможено. Когда концентрация Ce4+ уменьшается и достигает минимального значения, резко падает концентрация Br–. Окисление 3+ (I стадия) начинается с большой скоростью, и концентрация Ce4+ возрастает; когда она достигает максимального значения, увеличивается концентрация Br–, что тормозит окисление Ce3+. После этого цикл повторяется. 

  6.4. Исследование реакции БЖ методами математического             моделирования. Более реалистические модели 
    К настоящему времени известно более 80 стадий, входящих в реакционный механизм системы Белоусова-Жаботинского.

     Основные экспериментальные факты:
- основной компонент схемы – автокаталитический процесс окисления катализатора радикалами BrO2 
- ингибирование этого процесса при достижении критической концентрации (ключевая роль бромид ионов)
- важная роль свободных органических радикалов в продуцировании Br- ионов и “связывании” BrO2 радикалов

- относительно небольшая роль BrMA в генерировании ионов Br- (опыты с меченным бромом)
Автоколебательная реакция Белоусова-Жаботинского содержит сложную нелинейную динамику: от простых периодических колебаний до различных видов хаоса. Многие экспериментальные наблюдения этой реакции до сих пор не получили своего объяснения, особенно это касается достаточно тонких переходов между разнообразными динамическими режимами. При моделировании химических процессов обычная трудность заключается в том, что  известны далеко не все константы скоростей элементарных реакции. Отсюда возникает задача определения неизвестных констант скоростей по экспериментальным данным - решение обратной кинетической задачи. Дело усложняется, тем, что в реальных системах разброс в величинах констант скоростей составляет многие порядки. В литературе рассматривается механизм, состоящий из 24 реакций. Набор этих реакций приведен ниже
24–х стадийный механизм реакции Белоусова-Жаботинского

	1
	BrO3- + Br-
	
	HBrO2 + HOBr

	2
	HBrO2 + Br-
	
	2HOBr

	3
	BrO3- + HBrO2
	
	Br2O4

	4
	2BrO2 
	
	Br2O4

	5
	Br2O4
	
	2BrO2 

	6
	Br2O4
	
	BrO3- + HBrO2

	7
	BrO2 + Me(n-1)+
	
	HBrO2 + Men+

	8
	HBrO2 + Men+
	
	BrO2 + Me(n-1)+

	9
	2HBrO2
	
	BrO3- + HOBr

	10
	HOBr + Br-
	
	Br2

	11
	Br2
	
	HOBr + Br-

	12
	RH + Br2
	
	Br-


	13
	HOBr + R + MA
	
	Br- + TTA + R

	14
	MA + Men+
	
	Me(n-1)+ + R

	15
	2R 
	
	RH + TTA

	16
	MA
	
	RH

	17
	RH
	
	MA

	18
	BrO2 + R 
	
	HOBr + TTA

	19
	R + BrO3-
	
	BrO2 + TTA

	20
	TTA + Men+
	
	Me(n-1)+ + TTA

	21
	TTA + HOBr + MA
	
	Br- + R

	22
	TTA + Mn+
	
	Me(n-1)+

	23
	TTA + BrO3-
	
	BrO2 

	24
	MA + HOBr + Men+
	
	Br- + Me(n-1)+


Здесь использованы сокращения: MACH2(COOH)2; RH(HOOC)CH=C(OH)2; TTA HCOH(COOH)2; TTA  COH(COOH)2.

    Компьютерное исследование данной модели показало, что область существования колебаний в ней довольно хорошо согласуется с экспериментальными данными.

Однако, как оказалось, эта модель не способна воспроизводить сложнопериодические и хаотические режимы, свойственные системе Белоусова-Жаботинского. 
Более продуктивной оказалась модель, включающая 11 реакций и  с 8-компонентами. Набор этих реакций приведен ниже в таблице
	1
	BrO3- + Br- + 2H+
	
	HBrO2 + HOBr

	2
	HBrO2 + Br- + H+
	
	2HOBr

	3
	BrO3- + HBrO2 + H+
	
	BrO2 + H2O

	4
	BrO2 + Me(n-1)+ + H+
	
	HBrO2 + Men+

	5
	2HBrO2
	
	BrO3- + HOBr- + H+

	6
	HOBr + Br- + H+
	
	Br2 + H2O

	7
	RH + Br2
	
	RBr + Br- + H+

	8
	HOBr + R
	
	ROH + Br

	9
	RH + Br
	
	Br- + H+ + R 

	10
	RH + Men+
	
	Me(n-1)+ + H+ + R 

	11
	2R + H2O
	
	RH + ROH


     Предварительными исследованиями было показано, что система имеет единственную стационарную точку. При изменении контролирующего параметра возникают колебания вследствие потери устойчивости этой точки через бифуркацию рождения предельного цикла (такие бифуркации известны как бифуркации Андронова-Хопфа). 
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Рис. 6.5. Область существования колебаний в 11-ти стадийной модели реакции Белоусова-Жаботинского

     Характерной особенностью исследуемой системы является наличие двух таких точек бифуркации Андронова-Хопфа, причём они могут иметь, в зависимости от концентраций исходных реагентов, суб- и суперкритическими, что соответствует экспериментальным наблюдениям. Характер бифуркаций зависит от начальных условий. 

     На рис. 6.4 изображен вид области существования колебаний и отмечен характер происходящих бифуркаций (концентрации исходных реагентов считаются постоянными). 
      Переход от низкоамплетудных квазисинусоидальных колебаний к квазипериодическим происходит через вторую бифуркацию Хопфа, в результате которой появляется вторая частота. Характерная кинетическая кривая квазипериодических колебаний приведена на Рис. 6.5(а). В фазовом пространстве системы такому двухчастотному режиму отвечает аттрактор типа  - Т2-тор, поверхность которого плотно заполнена фазовыми траекториями рис. 6.5(б). В одностороннем сечении тора плоскостью (сечении Пуанкаре) наблюдается гладкий эллипс - (рис.6.5(в)), построенная по этому сечению круговая карта является монотонной (рис.6.5.(д)), а рассчитанная величина D2=2.0  0.1 совпадает с теоретической. 

Появляющийся в итоге хаотический тороидальный аттрактор носит название фрактального тора. По мере изменения параметра тор постепенно увеличивается в размерах и деформируется, его траектории приближаются к неустойчивой стационарной точке, а внутренний диаметр стягивается в узкую трубку. Этот процесс заканчивается разрушением тора и возникновением хаотических пачечных колебаний. Отметим, что подобный (в общих чертах) характер эволюции Т2-тора в системе БЖ наблюдался в проточном реакторе, однако тонкая структура этого перехода (вследствие трудностей экспериментального характера) ускользает от внимания исследователей.
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Рис. 6.6. T2-тор, (а) - кинетика, (б) - 3-х мерный фазовый портрет (в) - спектр мощности, (г) - сечение Пуанкаре, (д) - круговая карта T2-тора

     Рассмотрим исчезновение фрактального тора через перемежаемость. При возрастании величины k8 наблюдается следующая картина: при длительных расчетах система не выходит на какое-либо определенное состояние, а вместо этого на кинетической кривой чередуются участки двух типов поведения: хаотического и выглядящего периодическое. Причем, по мере возрастания константы k8 длина “почти периодических” участков постепенно увеличивается, пока, наконец, не появляется действительно периодический режим - резонанс на торе. Описанная выше динамика характерна для перемежаемости - другого универсального сценария перехода к хаосу.
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Рис. 6.7. Полная бифуркационная диаграмма модели реакции Белоусова 
[image: image1162.wmf]-

Жаботинского для закрытого варианта с поддержанием концентраций исходных реагентов на постоянном уровне

Сравнение  расчетов с экспериментально найденными бифуркационными диаграммами показывает схожесть их основных черт, а именно: имеются две точки бифуркации рождения предельного цикла, ограничивающие диапазон существования колебаний; Кроме этого: 
· участки низкоамплитудных колебаний, возникающих после бифуркаций рождения предельного цикла достаточно узки; 

· области квазипериодических колебаний очень ограничены и располагаются после диапазона низкоамплитудных колебаний; 

· в левой части бифуркационной диаграммы чередуются низкоамплитудные колебания и узкие регионы тороидального хаоса, порядок чередования определяется арифметикой Фарея; 

· в правой части бифуркационной диаграммы чередование сложнопериодических режимов также подчиняется арифметике Фарея; 
· в центральной части диаграммы располагается протяжённая область высокоамплитудных квазисинусоидальных колебаний.

     6.5. Влияние гидродинамических флуктуаций 
      Согласно представлению  о механизме реакции объем реактора самопроизвольно разбивается на множество диффузионно связанных микрообъемов (МОв), в которых в один и тот же момент времени могут доминировать реакции разной направленности. Характерный размер этих микрообъемов, называемых иногда зародышами и  определяется корреляционной длиной флуктуаций.

Абсолютная скорость движения среды может влиять на поведение и на конечный продукт сложных нелинейных гомогенных химических реакций, протекающих в этой среде. Это влияние, проявляемое в виде эффектов перемешивания в реакциях БЖ, связано с влиянием гидродинамических флуктуаций скоростей элементов жидкости на неравновесные концентрационные флуктуации числа реакционных частиц в микрообъемах, размер которых определяется корреляционной длиннной химической реакции, а также с влиянием концентрационных флуктуаций на динамику системы.

Наиболее заметно влияние скорости движения среды на макрокинетику системы проявляется при приблизительном равенстве пространственных размеров концентрационных и гидродинамических флуктуаций. Чем медленнее скорость приближения системы к критической точке и чем выше амплитуда неравновесных флуктуаций интермедиатов реакции, тем более выражено их влияние на макрокинетику перемешиваемой нелинейной химической системы, обладающей критической точкой, и тем больше эффекты перемешивания. Чем больше объем реактора, тем больше величина эффекта перемешивания. Это связано с тем, что последствия от возникновения редких крупномасштабных флуктуаций, способных автокаталитически усиливаться, превосходят сумму последствий от часто возникающих мелкомасштабных флуктуаций. А с увеличением объема реактора вероятность появления крупномасштабных неравновесных флуктуаций также увеличивается. 
[image: image1163.png]



              Рис. 6.8. Зародыши в реакции БЖ
При относительно слабом перемешивании в реакции Белоусова-Жаботинского образуются крупные зародыши. При увеличении интенсивности перемешивания зародыши становятся все мельче и мельче, и их влияние на динамику макросистемы исчезает. На рис. 6.7.  представлен результат применения метода ВКА к модели орегонатора  реакции.
     Реакция Белоусова 
[image: image1164.wmf]-

 Жаботинского стала одной из самых известных в науке химических реакций, её исследованиями занимаются множество учёных и групп различных научных дисциплин и направлений во всём мире: математике, физике, химии, биологии.  Обнаружены её многочисленные аналоги в разных химических системах (например, твердофазный аналог – органический самораспространяющийся высокотемпературный синтез). Опубликованы тысячи статей и книг, защищено множество кандидатских и докторских диссертаций. Открытие реакции фактически дало толчок к развитию таких разделов современной науки, как синергетика, теория динамических систем и детерминированного хаоса.  
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